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Ueber primitive Gruppen. 

(Von Herrn F. Rudio in Zürich.) 



im 16. Bande des LtotiviV/eschen Journals (Serie 2) hat Herr Camille 
Jordan das folgende bemerkenswerthe Theorem bewiesen: 

Enthält eine primitive Gruppe des Grades n eine primitive Gruppe des 
Grades v, so ist sie mindestens (n—v+iyfach transitiv. (Vergl. namentlich 
auch Netto Bd. 83 dieses Journals.) 

Im Folgenden soll dieser Satz auf einem directeren Wege bewiesen 
werden unter Benutzung einer Eigenschaft primitiver Gruppen, welche die 
übliche Definition der Primitivität und Imprimitivität ihrem Inhalte nach 
zu vereinfachen geeignet ist. 

I. 

Wie man auch die Elemente einer primitiven Gruppe in zwei Systeme 
OiCh^'^Oi und bibi.-.b^ (i>l, ju'^O) vertheilen mag, die Gruppe enthält 
immer eine Substitution, welche ein a durch ein anderes a und gleichzeitig ein 
a durch ein b ablöst. 

In der citirten Abhandlung benutzt Herr iVe«o diesen Satz, aber ohne r ^.^'fr^r' 
ihn in dieser allgemeinen Form auszusprechen und auch ohne Beweis. Er ' „ * 

bildet aber einen wesentlichen Bestandtheil unserer Untersuchung. -^Wj-* '"**' 

Zum Beweise nehme man an, die primitive Gruppe enthalte keine 
Substitution, welche ein a durch ein anderes a und gleichzeitig ein a durch 
ein b ablöst. Dann enthält sie auch keine Substitution, welche ein a 
durch ein b ablöst und irgend ein a unversetzt lässt. Denn angenommen, 

a = (öl) (0261...)... sei eine solche, dann giebt es eine Substitution r = («102...)- ••? 
welche in Folge unsrer Voraussetzung 61 entweder unversetzt lässt oder 
durch ein anderes b ablöst. Die Substitution ot löst dann aber ai durch 
»2 und gleichzeitig Ö2 durch ein b ab, widerspricht also unsrer Voraussetzung. 

Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 1. 1 
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2 Rudio, über primitive Gruppen, 

In Folge dessen muss die Substitution « = (»161...)... jedes a durch 
ein Element b ablösen. Es ist also jn ^ l. Ist u = l, so bilden jetzt die 
Elemente »i, «2, ••• ox und 61, 62? ... bi zwei Systeme der Imprimitivität, 
insofern jede Substitution die Elemente eines Systems entweder durch alle 
Elemente desselben oder durch alle Elemente des andern Systems ablöst. 

Ist dagegen /li > A, so zerfallen die Elemente unsrer Gruppe in die 
drei Systeme Ö1, aj, ... Oi'^ 61, 62? • • • bi und Ci, C2, . . . Cy, wo die b die 
durch die Substitution s definirten Elemente bedeuten sollen. Dann ist zu- 
nächst klar, dass jede Substitution, welche ein b durch ein b ablöst, jedes 
6 durch ein b ablösen muss; denn andernfalls würden wir durch Trans- 
formation mittels der Substitution «~\ welche jedes 6 durch ein a ablöst, 
eine Substitution herstellen können, welche unsrer Voraussetzung wider- 
spricht. Daraus folgt weiter, dass jede Substitution, welche ein 0, durch 
ein bj, ablöst, jedes a durch ein 6 ablösen muss. Denn wenn wir zunächst 
Gi durch »1, dieses dann mittels der Substitution s durch b^ und dieses end- 
lich durch b^ ablösen, so wird jedes a zunächst durch ein a, dieses dann 
durch das entsprechende b und dieses endlich wieder durch ein b abgelöst. 
Ebenso muss jede Substitution, welche ein b durch ein a ablöst, jedes b 
durch ein a ablösen. Die Substitution f = (öiCi...)... muss daher jedes a 
durch ein c ablösen, d. h. es ist ^ ^ i. Ist v = A, so bilden jetzt die Ele- 
mente »1, »2? ••• Oji; 6n ^2? ... bx; Ci, C2, ... Ci drei Systeme der Im- 
primitivität. Hierzu ist nur noch einzusehen, dass jede Substitution, welche 
ein c durch ein c ablöst, jedes c durch ein c ablösen muss. Andernfalls 
würden wir nämlich durch Transformation mittels der Substitution r^ , welche 
jedes c durch ein a ablöst, zu einer Substitution gelangen, welche unsrer 
Voraussetzung widerspricht. Ist dagegen ^>i^ so tritt zu den drei 
Systemen «1, ... oi; 61, ... b,; Ci, ... Ci noch ein viertes rfi, ... d^ hinzu, 
und es lässt sich dann wieder zeigen, dass p^^ ist. So fortfahrend er- 
kennt man, dass in Folge unserer Annahme die Elemente in Systeme der 
Imprimitivität zerfallen, dass also die gegebene Gruppe keine primitive ist. 
Man kann daher die Primitivität und Imprimitivität folgendennassen definiren: 

Eine transitive Gruppe heisst imprimitiv ^ wenn es möglich ist^ ihre 
Elemente in 2 Systeme «i, a>. ... Ox und 61, 62? . • • b^, (^ > 1, u > 0) rfer- 
art zu vertheilen^ dass eine Substitution^ welche ein a durch ein anderes a und 
gleichzeitig ein a durch ein b ablöst^ nicht vorkommt. Sie heisst primitiv, 
wenn eine solche Vertheilung ihrer Elemente unmöglich ist. 
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Bei der imprimitiven Gruppe ist es dann, wie wir gesehen haben, 
Gegenstand des Beweises, dass ihre Elemente in Systeme von gleich 
vielen Elementen derart vertheilt werden können, dass jede Substitution der 
Gruppe die Elemente eines Systems entweder durch alle Elemente desselben 
oder eines und desselben anderen Systems ablöst. 

Als Anwendung möge der Beweis eines Satzes folgen, den mir Herr 
Frobenius mitgetheilt hat und der in vielen Fällen ein nützliches J^iterium 
der Imprimitivität liefert: 

Wenn in einer transitiven Gruppe alle Substitutionen ^ welche ein be- 
stimmtes Element, etwa Xi , nicht enthalten, noch ein bestimmtes zweites Element, 
etwa X2^ ungeändert lassen, so ist die Gruppe imprimitie. 

Die gegebene transitive Gruppe sei von der Ordnung h und vom 

h 

Grade n. Dann giebt es r = -- Substitutionen, — sie mögen «i, «2, ••• *r 

heissen — , welche Xi nicht enthalten. Angenommen, alle diese r Substitutionen 
Hessen auch noch gleichzeitig bestimmte andere Elemente ungeändert, und 
zwar seien x^^ xj, ... x^ a/fe Elemente, welche bei jeder der r Substitutionen 
unversetzt bleiben. Ausser jenen r Substitutionen enthält dann die Gruppe 
keine andere, welche eines der Elemente (Cj, Xj, ... x^ ungeändert lässt. 
Seien nun x^ und Xß zwei beliebige Elemente des Systems Xi, arg, ... Xf,. 
Nach dem Früheren reicht es dann zum Beweise der Imprimitivität der 
gegebenen Gruppe aus, zu zeigen, dass jede ihrer Substitutionen, welche 
Xa durch Xjj ablöst, ein jedes Element des Systems x^^ x-z^ ... Xj, wieder 
durch ein Element desselben Systems ersetzt. 

In der That, sei / eine Substitution der Gruppe, welche x^ durch Xß 
und gleichzeitig ein dem Systeme Xi, Xj, ... Xt, angehöriges Element Xy 
(welches auch gleich Xß sein kann) durch ein Element x^ ablöst. Dann ist 
zu zeigen, dass auch x^ dem Systeme ir,, 0-2, • • • ^k angehört. Transformirt 
man aber «i, ^2, •.. «r durch /, so erhält man r Substitutionen, welche Xß 
nicht enthalten und welche folglich, abgesehen von der Reihenfolge, mit 
^1, «21 . . . «r identisch sind. Da aber diese transformirten Substitutionen 
auch sämmtlich x^ nicht enthalten, und da ferner x^. x^, ... Xj, die einzigen 
Elemente sind, welche in allen r Substitutionen «1, «2? . . . *r fehlen, so muss 
folglich xj dem System Xi, a?2? ••• ^a angehören. Die Gruppe ist daher 
imprimitiv. 
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Nach dieser Vorbereitung möge zunächst folgender Satz bewiesen 
werden : 

Enthält eine primitive Gruppe G des Grades n eine transitive Gruppe 
g des Grades v, so enthält sie auch eine zu g ähnliche Gruppe^ welche zwei 
vorgeschriebene Elemente von G versetzt. 

Transformirt man nämlich g durch alle Substitutionen von G und 
bildet aus den so entstehenden ähnlichen Gruppen g, g\ g\ ... die Gruppe 
^=^(39 99 9" 9 •••)? sö ist diese transitiv, weil G primitiv ist. (Vergl. 
C. Jordan^ Trait^ etc. Nr. 53.) Da nun die transitive Gruppe H eine Sub- 
stitution enthalten muss, welche ein beliebiges x, durch ein beliebiges Xj, 
ablöst, so ist dies doch nur dadurch möglich, dass entweder eine der Gruppen 
99 99 99 • • • bereits a?, und Xt, enthält, oder aber, dass die Verbindung von 
a?< und a?t durch Vermittlung von Elementen a?«, Xß, ... x^, x^ erfolgt, 
in dem Sinne, dass eine Gruppe gr, die Elemente a?, und a?^, eine andere 
ga die Elemente x^ und Xß u. s. f., schliesslich eine Gruppe g^ die Elemente 
a?p und Xo und eine Gruppe ga die Elemente x^ und a?* enthält. Von den 
Gruppen g^^ gßy ... g^ darf vorausgesetzt werden, dass sie a:, und Xj, nicht 
enthalten, weil sonst die Verbindung zwischen diesen Elementen auf einem 
kürzeren Wege hergestellt werden könnte. Transformirt man nun gi durch 
die Substitution (a?«a?^...)... von g^^ so entsteht eine ähnliche Gruppe, welche 
Xi und Xß enthält Diese transformire man durch die Substitution (xß^ ar^, ...)... 
von gß und erhält eine ähnliche Gruppe, welche a?, und x^ enthält u. s. f., 
bis man zu einer Gruppe gelangt, welche x^ und Xj, enthält. 

Es besitzt also in der That 6? eine zu g ähnliche Gruppe, welche 
zwei vorgeschriebene Elemente von G umfasst. Ist beispielsweise y = 2, so 
folgt aus diesem Satze, dass, wenn eine primitive Gruppe eine Transposition 
enthält, sie alle Transpositionen enthalten muss, also symmetrisch ist. 

UI. 

Wenn eine Gruppe G des Grades n allemal eine Untergruppe besitzt, 
welche zwei beliebig vorgeschriebene Elemente von G enthält und einer ge- 
gebenen primitiven Gruppe g des Grades v ähnlich ist, so besitzt G auch eine 
zu g ähnliche Untergruppe, welche zwei vorgeschriebene Elemente enthält, ein 
vorgeschriebenes drittes aber nicht. 
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In diesem Satze und der weiter unten folgenden Anwendung des- 
selben auf die Bestimmung der Transitivität von G besteht wesentlich der 
Unterschied zwischen dem hier entwickelten Beweise des Jordamchen Theo- 
rems und demjenigen, welchen Herr Netto in der oben erwähnten Abhand- 
lung gegeben hat. 

Es seien ,t,, Xj^, Xi drei beliebig gewählte Elemente von G. Nach 
Voraussetzung existirt eine zu g ähnliche Untergruppe ä, welche x^ und Xj, 
enthält. Angenommen, sie enthalte auch Xiy dann giebt es eine andere zu 
g ähnliche Untergruppe h\ welche x, und etwa Xr enthält, wo x^ ein neues 
in h nicht vorkommendes Element bedeute. Enthält K ausser Xr noch andere 
neue, d. h. in h nicht vorkommende Elemente, so muss nach der Definition 
der Primitivität die primitive Gruppe A' eine Substitution besitzen, welche 
ein neues Element durch ein anderes neues und gleichzeitig ein altes Ele- 
ment, etwa Xi, durch ein neues ablöst. Transformirt man h durch diese 
Substitution, so entsteht eine ähnliche Gruppe A", welche in Bezug auf A 
weniger neue Elemente besitzt als h\ aber sicherlich noch eines. Enthält 
A" mehr als ein neues Element, so kann man A abermals durch eine passende 
Substitution von A" transformiren u. s. f. So gelangt man schliesslich zu 
einer Gruppe Ai, welche zu A ähnlich ist und mit A in allen Elementen 
bis auf eines übereinstimmt. Enthält A^ zufällig das Element Xi nicht, so 
ist Ai die gewünschte Gruppe, kommt aber Xi noch vor und ist x„, das eine 
fremde in A nicht vorkommende Element von Ai, so transformire man A 
durch die Substitution (a:„,a:,...)... von A,, wodurch Xi wegfällt In jedem 
Falle also erhalten wir eine zu g ähnliche Untergruppe, welche die vor- 
geschriebenen Elemente x^ und Xj, enthält, ein vorgeschriebenes drittes Ele- 
ment Xi aber nicht. 



IV. 

Enthält eine primitive Gruppe G des Grades n eine primitive Gruppe 
g des Grades v , so enthält sie auch eine zu g ähnliche Gruppe mit v vorge- 
schriebenen Elementen. 

Die Elemente von G seien aji, a?2, ... x^^^, ^n-y+n • • • ^ny dann 
lässt sich zeigen, dass eine zu g ähnliche Untergruppe von G existirt, welche 
die Elemente x^-y^u • • • ^n enthält. Nach dem Früheren besitzt nämlich 
G eine zu g ähnliche Untergruppe, welche die beliebig gewählten Elemente 
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Xi und Xt enthält, das Element Xi aber nicht. Bezeichnen wir daher mit 
Gl diejenige Gruppe, welche aus allen Substitutionen von 6? besteht, die a?i 
nicht enthalten, so besitzt G^ allemal eine Untergruppe, welche zu g ähn- 
lich ist und die beliebig gewählten Elemente ar, und Xj, von G^ enthält. Es 
gelten also flir G^ genau dieselben Voraussetzungen wie flir G selbst, und 
es besitzt daher nach dem Satze III Gi auch eine zu g ähnliche Untergruppe, 
welche zwei vorgeschriebene Elemente von Gi enthält, ein vorgeschriebenes 
drittes, etwa ajj, aber nicht. Bezeichnen wir daher mit G2 diejenige Gruppe, 
welche aus allen Substitutionen von G^ besteht, die X2 nicht enthalten, so 
besitzt jetzt G2 allemal eine zu g ähnliche Untergruppe, welche zwei be- 
liebig gewählte Elemente von G2 enthält. Es gelten daher auch flir G2 
dieselben Voraussetzungen wie flir G^ und flir 6?, und es besitzt daher auch 
G2 eine zu g ähnliche Untergruppe, welche zwei beliebig vorgeschriebene 
Elemente von G2 enthält, ein vorgeschriebenes drittes, etwa 0:3, aber nicht. 

Auf diese Weise erhalten wir eine Reihe von Gruppen G, Gj, 
G2, ... G„_y, von denen jede folgende eine Untergruppe der vorhergehenden 
ist und welche alle dieselben Voraussetzungen erfllUen wie G selbst Die 
letzte Gruppe G„^y dieser Reihe enthält die v Elemente x„_y+i, . . . x^ 
und besitzt eine zu g ähnliche Untergruppe h des Grades v. Da aber k 
auch eine Untergruppe von G ist, so ist damit gezeigt, dass G eine zu g 
ähnliche Gruppe besitzt, welche v vorgeschriebene Elemente enthält. 

Besitzt beispielsweise 6? eine Circularsubstitution der Primzahlord- 
nung /?, so besitzt sie auch eine dazu ähnliche Substitution, welche p vor- 
geschriebene Elemente enthält. Da flir j5 = 3 die Reihenfolge der Elemente 
keine Rolle spielt, so folgt, dass, wenn eine primitive Gruppe eine Circular- 
substitution dritter Ordnung enthält, sie alle Circularsubstitutionen dritter 
Ordnung enthalten muss, also die altcruirende Gruppe umfasst. 



V. 

Enthält eine primitive Gruppe G des Grades n eine primitive Gruppe 
g des Grades v, so ist sie mindestens (n—r + 1)- fach transitiv. 

Wir haben soeben, ausgehend von der P^xistenz der primitiven Gruppe 
g des Grades v, eine Reihe von Gruppen G, Gi, G., ... G,,.^ construirt, 
von denen jede folgende eine Untergruppe der vorhergehenden ist. Alle 
diese Gruppen sind transitiv; denn eine jede derselben besitzt eine transi- 
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tive Untergruppe, welche zwei beliebige ihrer Elemeute enthält. Nun gilt 
aber folgender Satz: 

ht G eine k-fach transitive Gruppe des Grades n, femer G^ diejenige 
Gruppe, welche aus allen Substitutionen von G besteht, die Xi^ X2^ ... x^ nicht 
versetzen, und ist G^ noch K-fach transitiv, so ist die ursprüngliche Gruppe G 
(k+l)'fach transitiv. 

Daraus folgt, dass von den Gruppen G, öi, Gj, ... G^^y jede vor- 
hergehende einmal mehr transitiv ist als die folgende. Es ist also G 
mindestens (ii—j^+l)-fach transitiv. 

Ist die gegebene Untergruppe g von G A-faeh transitiv, so muss 
natürlich G mindestens («— v+i)-fach transitiv sein. 

Aus dem bekannten Theoreme des Herrn C. Jordan über die Grenze 
der Transitivität ergiebt sich jetzt die Folgerung: 

Enthält eine primitive Gruppe G des Grades n eine primitive Gruppe, 
deren Grad eine gewisse von n abhängige Grenze nicht übersteigt, so ist G 
altemirend oder symmetrisch. 

Diese Grenze ist die grösste Primzahl, welche kleiner als »—2 ist. 



VI. 

Man kann dem nunmehr bewiesenen Jordan^chen Theoreme noch 
eine andere Fassung geben. Die primitive Untergruppe g des Grades v 
möge die n—v == k Elemente a?i, x^, ... a?^ unversetzt lassen. Gt, sei die- 
jenige Gruppe, welche aus allen Substitutionen von 6? gebildet ist, die Xi, 
X2^ ... Xj, nicht versetzen, dann ist auch Gj, primitiv. Es folgt dann weiter, 
dass jede Gruppe, die aus allen Substitutionen von G gebildet ist, welche 
bestimmte andere k Elemente unversetzt lassen, zu G^ ähnlich ist, und das- 
selbe gilt von den entsprechenden Untergruppen höheren Grades, welche 
gleich viele Elemente unversetzt lassen. Das t/ordansche Theorem lässt 
sich nun folgendermassen aussprechen: 

Ist G eine primitive Gruppe und ist diejenige Gruppe, welche aus allen 
Substitutionen von G besteht, die k bestimmte Elemente unversetzt lassen, 
wiederum primitiv, so ist G mindestens (k-\-V)'fach transitiv. 

In dieser Form bildet der Satz eine wichtige Ergänzung zu dem in 
V. benutzten HUlfssatze. Es zeigt sich nämlich jetzt, dass letzterer in seinen 
Voraussetzungen zu viel verlangt. Es ist nicht noth wendig, G als eine 
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ft^fach transitive Grappe vorauszusetzen, um aus der Jl-fachen Transitivität 
von 64 auf die (ft+il)- fache Transitivität von G schliessen zu dürfen, es 
genügt zu wissen, dass Cr primitiv ist 



Anmerkung. Es sei gestattet, an dieser Stelle ein Versehen zu berichtigen, 
welches sich in meiner Arbeit: „lieber die Bewegung dreier Punkte in einer Geraden^ 
(Bd. 100) befindet, und auf welches mich Herr Schläfli aufmerksam zu machen die 
Güte hatte. In der letzten Gleichung pag. 445 ist ein Quadratzeichen übersehen 
worden. In Folge dessen ist auf der linken Seite der folgenden Gleichung die Quadrat- 
wurzel zu streichen und das bezügliche Integral entsprechend abzuändern. Endlich 

d^ 
ist noch pag. 445 Zeile 8 von unten -^ — statt ^ zu lesen. 

Zürich, den 12. Januar 1887. 



Zur Theorie der Function E(x). 

(Von Herrn M. Stern in Bern.) 



Deien m und n zwei ganze positive Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Factor, x eine positive aber nicht ganze Zahl und sei tnx=^ E(mx)+h, 
nx = E(nx)'+g, also g und h kleiner als die Einheit. Nimmt man dann 
die Differenz der zwei Reihen 

A = ;|£;(-^+a) und B. = "'£E{^+gl 

SO findet man A.— B. = nh-mg = mE(nx)—nE(fnx^. Um dies zu beweisen, 
bemerke man zunächst, dass jeder Ausdruck -E(-^+ä), wo / irgend eine 

ganze positive Zahl bedeutet, entweder :=E\-—^ oder =jB(-^) + 1 ist, 

ebenso ß(^+i/) entweder e{-^) oder ^(^)+l. Ein Glied £(-^+a) 

der ersten Reihe, welches =jB(-^)+1 ist, ebenso ein Glied jB(— 4-^) 

der zweiten Reihe, welches =£(—)+! ist, soll im Folgenden ein uo//- 
ständiges Glied heissen. Nun ist bekanntlich 

g<~)=3'^(-:)=ic»-i)(«-i), 

die Differenz -4.— B. giebt also den Unterschied der Anzahl der vollständigen 
Glieder an, welche in der ersten und in der zweiten Reihe vorkommen. 

k k4-l 

Sei nun ä^— und &<C , wo k eine ganze positive Zahl (Null 
eingeschlossen) bedeuten soll. Dann werden in der ersten Reihe alle und 
nur die Glieder vollständige sein, bei welchen — ^^( — J+l ist; 

d. h. wenn man ^^ =z e(^—)+ — setzt, so muss a einen der k Werthe 

n ^ n ^ n 

Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 1. 2 
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n—lj «—2, . . . «— & annehmen. Da aber für r alle Zahlen 1, 2, ... «— 1 
gesetzt werden sollen, so muss auch a alle diese Werthe, wenn auch in 



rm 1 r''m 



anderer Ordnung, annehmen. Denn gäbe es zwei Werthe und 



n n ' 



SO dass r und r' zwei ganze Zahlen wären, die beide kleiner als n sind, 
und man hätte 

n ^ n y n n ^ n ^ n ^ 

SO wäre (r'—r'') — eine ganze Zahl, was nicht sein kann, da tn und n 

keinen gemeinschaftlichen Factor haben. Es müssen also unter den Werthen 
von a auch die k Werthe »—1, «—2, ... n—k vorkommen, und es giebt 
mithin in der ersten Reihe wirklich k vollständige Glieder. Setzt man 

femer g^ — , g<i ^ so ergiebt sich ebenso, dass die zweite Reihe t 

vollständige Glieder enthält, und demnach 

Nun ist 

k fc4-l 

mx = E(inx)+h ^ E^mx)-] — , mx<C E(mx)'\ — -^-— , 

also 

mnx ^ nE(mx)+ky mnx <C nE(tnx)+k+l 
und 

E(mnx) = nE(mx)+k. 

Ebenso folgt aus 

nx^E(nx) + ^, nx < E(iia:)+ -^, 

E(mnx) = fnE(nx)+i. 

Also 

A. = ^(m-l)(«-l)+& = \(m-l)(n-V)+E(fnnx)-nE(mx), 

ß. = i(f»-l)(«-l)+i =.\(m-V)(n-\)'^E{mnx)-mE(nx), 

und 

A. — B. = &— i = mE(nx)—nE(mx) = nh—mg, 

was zu beweisen war. 

In dem besonderen Falle, wenn m = 1 ist, wird ß = 0, und man hat 

A. ^''Z E(^+h) = E(nx)-nE(x). 

Nun ist in diesem Falle h = x—E(x), also nh = nx—nE(x) und E(nh) 
= E(nx)--nE(x)^ mithin 



"i'£({-+Ä) = E(nh). 
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Es wurde zwar hierbei ä <; 1 vorausgesetzt; diese Einschränkung ist jedoch 
nur scheinbar. Setzt man nämlich A' = «-fA^ wo s eine ganze positive 
Zahl bedeutet, an die Stelle von h, so hat man 

oder 

^^ e(— + A') = E(nh;)-E(hy 

Diesen Satz hat zuerst Herr Hermite gefunden *). 

Es wurde bisher vorausgesetzt, dass m und n keinen gemeinschaft- 

liehen Factor besitzen. Der oben benutzte Satz £ E[ — J = ^ £( — ) 

gilt aber auch noch, wenn m und n einen grössten gemeinschaftlichen Factor 
q haben, obgleich in diesem Falle der Werth der zwei Reihen nicht mehr 
^(m— l)(ii— 1) ist. Ist nämlich fn = qt, n = qu, so hat man 

r=i ^ n y p=i ^ tt -^ 

Nun kann man diese Reihe in die folgenden q Reihen zerlegen 

^(T)+^(l-)+-+^((«-i)i)+' 

+ £((tt+l)-^)+£;((«+2)-^)H-.+E((2«-l)i-)+2f 

+ 

+ E[((^-2)«+l)|]+...+£[((9-l)«-l,)-i-]+(^-l)< 

+ E[((q-l)u+l)-L]+...+E((qu-l)-Ll 

wofür man auch setzen kann: 

+£;(i.)+£;(|.)+...+£((„_i)i-)+(„_i)/+2< 

+ 

+£(i-)+£;(^)+...+£;((«-l)-i-)+(9-2)(«-l)<+(9-l)/ 

+£(-^)+e(|-)+... + £((«-1)-^)+(?-1)(«-1)<. 



♦) Acta Mathem. T. V. p. 315. 
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Demnach ist 

'^'pfr^^ - ?(<- !)(«-!) , ?(g-l)(u-l)t , q(q-l)t 
;!^i\ n ) ~ 2 "*" 2 '*'2 

oder, indem man wieder m statt qt und n statt qu setzt, 

^^^^-fr) - 2 +-2-"- 

Dieser Werth ändert sich nicht, wenn man m und n vertauscht; durch diese 
Vertauschung geht aber j; E\^ — j in 2; E{^ — J über, und man hat mithin 
(^m— x^— > ,}. g"^ als Werth jeder dieser beiden Reihen. 
Statt der Reihen A. und B. hat man jetzt die Reihen 

c. = |>(^+»), 

indem man noch immer 

mx = E(mx)+hy nx = -E(iia:)+^ 
setzt. 

Nimmt man nun 

wo a und ß ganzfe positive Zahlen (oder Null) sind, so folgt aus dem fiiiher 
in Beziehung auf die Reihe A. Gesagten, dass die Zahl der vollständigen 

Glieder, welche die Reihe 2:£(— +ä) enthält, gleich a ist, und man hat 
mithin 

7" — ^ ^ fit \ 

Aus dem oben über die Zerlegung der Reihe Z Ei—j in q Reihen Ge- 
sagten ergiebt sich daher 

mithin C.— D. = q(a—ß). 
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Nun ist 



mx ^ E(mx)+-^, mx < E(fnx)+ ^""^^ 



oder 



mx 



qu ^ ^ "" qu 



E(mx)+-^, mx <: E(mx)+^i^^^] 



n ' " ' « 



mithin 



mnx ^ nE(mx)+qay mnx <C nE(mx)+qa+l. 
Ebenso ergiebt sich aus 

E(nx) + ^, nx < E(nx)+ -?^±1: 



nx _ 

mnx ^ mE(nx)+qß^ mnx < fiiJE(iix) + 9/?+l. 
Demnach 

E(mnx) = if-E(iiia?)+9a = mE(nx)+qß, 
d.h. 

C.—D. = qf^—qß = mE(nx)''nE(mx) = nh—mg. 

Es ist dies derselbe Werth, der oben flir -4.— ß. gefdnden worden ist. 

In den Reihen A. und ß. kommen gleich viel vollständige Glieder 

vor, wenn — = ^ = —)^-V, also «ä— 1110 = &—i = ist Die beiden Reihen 

' fw h E(mx) ' ^ 

haben dann gleichen Werth und enthalten beide, wenn m' die kleinere der 
zwei Zahlen m und n bezeichnet höchstens m'— 1 vollständige Glieder. 

Da nun in diesem Falle h = g — , so hat man mithin den Satz: 
Es ist 

Setzt man g = — , so erhält man denselben Satz in der Form 

^ m ' 

7«— 1 • •» \ n— l 



,=1 ^ ^ m ^ r=l ^ « ^ 



Ist z. B. m = 5, » = 7, a: = ^, so ist mx = |^^ = A, nx = |4 = fl^5 mithin 
nh—mg=^0. Hier ist 

r£((H+rH) = i 

und jede Reihe enthält vier vollständige Glieder. 

Nun kann man die Bedingungen, auf welchen die Gleichung F. be- 
ruht, nämlich nx = E(nx)+g, mx = E(mx)+hy nh = gm immer erfüllen, 



^ £((i4+r)f) = 2:, E(s.i+^) = 16, 
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wenn w und n zwei gegebene ganze positive Zahlen sind, g eine gegebene 
Zahl <C 1, und zugleich mg < «, welche letzte Bedingung also von selbst er- 
füllt ist, wenn man fttr m die kleinere der zwei Zahlen m und n nimmt. Man 

bilde nämlich den Ausdruck a+- , wo a irgend eine ganze positive Zahl 
bedeuten soll, und setze a? = a+ — ,' darin ist nx = na'\-g^ mithin E(nx)^na 

und nx=^E(nx)-\-g: femer ist mx = ma-\-^^. Setzt man nun ^^ = ä, 

SO ist mithin ä<;1, und man hat E(mx)^ma und ma: = E(ma:)+A, zu- 
gleich ist gm = nh. Die verlangten Bedingungen sind also alle erfüllt, und 
es folgt hieraus, dass die Gleichung F. immer statt hat, wenn m und n zwei 
beliebige ganze Zahlen sind und g eine Zahl, die <C 1 und zugleich der 
Bedingung ^^ < 1 Genüge leistet. 
Bringt man die Gleichung 

A.—B* = mE(nx)—nE(mx) 
in die Form 

nE(mx)+^^'^E(-^+h)=^mE(nx)+^^^ 
wofür man also auch 



n— 1 /- «.«n \ "«—1 



E{mx)+^^^E{^ + h+E(mx))=^E(nx)V£ 

schreiben kann, und setzt man in diesem letzten Ausdrucke wieder mx statt 
E(mx)+h und nx statt E(nx)+g, so hat man 



n— 1 • •••» \ »«— 1 



G. = '2: E(mx + -^) = £ E(nx+ -^)- 
In dieser Form hat Herr Cesäro den Satz ohne Beweis gegeben *). 

N 

Setzt man hierin x = — , wo N irgend eine positive Zahl bedeutet, 

mn ' " * ' 

SO hat man 

Man kann die Differenz A.—B. noch in anderer Gestalt ausdrücken. Setzt 
man nämlich 



m ' -XX. m ' 



X ^ E{x)+ — , o: < £(a:)+ '^"^"*'^ 



n ' ^ ' n 



♦) Nouv. Ann. des Mathim. D6c. 1885 p. 560. 
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SO ist 



"i; e(x+ -^) = nE{x)+l^'^ = £(iia:) *) 



und mithin 



Sr=ü 

Setzt man ferner 



n^j: E(x+--)-m^2; e(x+—) = wr)-m/^">. 



£(mx4-^) = mE(x+^)+k„ 



E(nx+-l-)=nE{x+^) + l. 
und 

SO folgt 

"'£E(nx + --) = n'^£ e(x-\-—)+:SI= nE(mx)+2l. 

In Folge der Gleichung G. ist also 

mE(nx)-nE{mx) = -2'/--2'*, 
mithin auch 

jeder dieser Ausdrücke giebt also den Unterschied der Anzahl der voll- 
ständigen Glieder in den beiden Reihen A. und B, an. 
Man betrachte jetzt die Reihen 

indem man wieder 

mx = JB(»ix)+A, nx = E{nx)+g 

setzt Sei Ey h) eines der Glieder der Reihe Ä, und man setze 

— = £f — ) + — , also h — Ei — )H h. 

n \ n ^ n ' n \ n y n 

Nun ist sowohl — als auch h positiv und kleiner als die Einheit. Dem- 



*) Man vgl. Acta Mathem. VIII, 93. 
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nach wird 

£(4_«)=£(^) „der £(^)-l 

sein, je nachdem h positiv (Null eingeschlossen) oder negativ ist*). 

Nimmt man daher an , dass ä > — , ä < , wo wieder k eine ganze 

positive Zahl oder Null bedeutet, so ist h positiv oder negativ, je nach- 
dem (die ganze Zahl) «>& oder a^k ist. Nennt man nun die Glieder, 
E(^— — a), welche =£(-^)— 1 sind, un^olktändige Glieder, so enthält 

die Reihe H. mithin k unvollständige Glieder, was man ebenso beweist, 
wie oben das Vorhandensein k vollständiger Glieder in der Reihe A. 
Ebenso ergiebt sich, wenn man 

i^ = £:(-^^) + A und g>^, 9<^^ 

(wo i eine ganze positive Zahl oder Null ist) nimmt, dass die Reihe /. 
demnach i unvollständige Glieder enthält. Da nun hier wieder 

k = E(mnx)—nE(mx)^ i = E(fnnx)—mE(nx)^ 
so hat man 

,-S ^ W"^/ "" ^ ^ '^ ^ 2 ^-+fnE(nx)-E(mnx) 

und 

K. = ^£ E(^-h)'-'''£ e(-^ -g) = t-ft = nE(mx)-mE(nx). 

Die Zahl &— i zeigt also an, wie viel unvollständige Glieder mehr in der 



*) Gewöhnlich definirt man E(x) so, dass dieser Ausdruck für alle (positiven oder 
negativen) Werthe von x, die, mit Rücksicht auf das Vorzeichen, kleiner als die po- 
sitive Einheit sind, verschwindet. Definirt man aber E(x') als die nächst kleinere 
ganze Zahl zu x, x sei positiv oder negativ, und zwar mit Rücksicht auf das Vor- 
zeichen, U)ie das im Folgenden geschehen soll, so ist E(—x) = — 1, wenn — x ein ächter 
negativer Bruch ist, und allgemein E( — x) = — Ex — l, wenn x positiv ist. Ist also 



E 



( ) = 0, d.h. = — , so ist e( h) = oder = — 1, je nachdem h 

\ n y n n ^ ^n/ '*' n 

positiv oder negativ ist, also auch in diesem Falle 
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Reihe H. als in der Reihe J, vorkommen, und man hat wieder, wie früher, 
Zugleich ergiebt sich 

Ist z. B. m = 5, w = 7, a: = |^, also ä = ^^ und S' = f , so ist 



T) 4 



^ £(4r+-|) = 13, 2: £:(4r-i) = 11, ^ £(t*+f) = 15, 

r=l r=l «=1 

i E(l,-^) = 9. 

»=1 

Es wurde ä > — und gr > — vorausgesetzt. Ist A = — , so ist das Glied 

Ei-^—h) der Reihe Ä, bei welchem -^=^E(-—)'\ — ist, kein unvoU- 

ständiges, es kommen also dann nur /r— 1 unvollständige Glieder in der Reihe 
vor, und man hat 

und ebenso hat man 

t/ = -- i:y ^— f+1, wenn ö^=- 



fi ^ m 



k i 

Man sieht aber leicht, dass immer zugleich h = — und ^ = — sein muss. 

Denn substituirt man in mx = E(mx)+h statt h seinen Werth — , so folgt 

nmx = nE(mx)-\-k; nun ist zugleich nmx = mE(nx)+mg, es muss also mg 
eine ganze Zahl sein. Die Differenz H.—J. bleibt daher wie früher t— Ar. 
Setzt man A— t = «A— iwg^ = 0, so enthalten die Reihen //. und J. gleich 

viel unvollständige Glieder. Man hat demnach, indem man h = ^^ setzt, in 

diesem Falle 

n — 1 • mn \ 11t— 1 



^■=;i>((-»)t)<i>(^-*) 



Nun sind die Bedingungen, auf welchen diese Gleichung beruht, dieselben 
wie diejenigen, welche die Gleichung F. voraussetzt, man kann also wie 
dort wieder nachweisen, dass die Gleichung K. immer statt hat, wenn m 
und n zwei ganze positive Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor sind, 
und g eine Zahl <C 1, die der Bedingung mg <^n genügt. 

Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 1. 3 
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Bedeutet r wie bisher eine der Zahlen 1, 2, ... «—1 und setzt man 
I^ :^ E(^—) + a, so sei zuerst a<Zh, alsdann ist 

E(mx)-E(^-h) = E(mx)-E{E(^)-(h-a)) = E(mx)+1-E(^} 
Dagegen ist 

Ist aber «>>A, so ist 

E(mx)-E{^ -h) = E(mx)-E{^) 
und 

E{E(mx)-{^-h)) = E(mx)-l-E{^). 

In beiden Fällen ist also E(mx)—E(^^^—hj um eine Einheit grösser als 
E(^E(mx)+h—^j oder, wenn man wieder mx statt E(mx)+h setzt, 

£(ma?)-£(-^-A)-£(ma?--^)= 1, 
Ebenso ergiebt sieh 

E(nx)-E{-'^-g)-E(nx-^)=h 

wenn « eine der Zahlen 1, ... m— 1 bedeutet. 

Nimmt man, wie schon oben angedeutet wurde, wenn x einen po- 
sitiven Werth bedeutet, den Werth — £(a:)— 1 als Definition von E{—x\ so 

gelten die zwei Formeln auch noch, wenn mx oder nx negativ 

werden. Unter dieser Voraussetzung hat man daher allgemein 

M.^^^[E(mx)--E{^-^h))-^^£'E{^^ 

N. =="z\E(nx)-E(-^^g)^ ^ '^£ e(iij:- ^)+£(iia?) = w-1. 

Nun kann man die Gleichung K auch in folgender Gestalt schreiben 

E(mx)+^£[E(mx)^E(^^h)) = £(nx) + '^'(£(iix)-£(-^-^)). 

Mit Berücksichtigung dieser Gleichung erhält man also, indem man die 
Differenz M.—N. nimmt 

0. = Z Eimx J— 2^ Einx ) = m—n. 
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wofür man auch 

""Z E(\+mx-^ = "Z E(l+nx--~) 

schreiben kann. 

Da nach der oben gegebenen Definition, x sei positiv oder negativ, 
immer £a: = — ^(— a?)— 1, so hat man demnach auch 

2:E[ mx) = Z El — -nx)* 

Setzt man x== — , wo nun iV jede positive Zahl bezeichnen kann, so geht 
die Gleichung 0. in 

2E[ )-2E{ ) = m-n 

über, wofür man auch 

setzen kann. Nun ist 

^Ei^^'-'^-y z ec^-^-^""-) = 0*). 

Mithin, wenn £(— ) zwischen 1 und w— 1 und Ey — j zwischen 1 und m— 1, 

r=£(-)+i -Kit)-»» 



*) Man vgl. Bullet, des sciences matböm. Ser. 2, T. VIII, p. 255. 
Bern, den 1. März 1887. 
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Arithmetische Begründung einiger algebraischer 

Fimdamentalsätze. 

(Von Herrn Adolf Kneser in Breslau.) 



llerr Kronecker hat in Vorlesungen und Abhandlungen *) das metho- 
dische Princip ausgesprochen und in wesentlichen Punkten durchgeführt, 
die rein arithmetisch formulirbaren Sätze der Algebra auf rein arithmetischem 
Wege abzuleiten, d. h. auf die Benutzung der Irrationalzahlen und über- 
haupt aller unendlichen Processe zu verzichten, und nur mit Begriffen 
zu operiren, deren Anwendbarkeit auf jeden einzelnen Fall durch eine 
endliche Anzahl von Versuchen entschieden werden kann; im Sinne dieser 
Forderung soll in der vorliegenden Abhandlung eine Reihe fundamen- 
taler algebraischer Sätze nach neuen, rein arithmetischen Methoden be- 
wiesen werden. 

Den Ausgangspunkt bildet eine elementare Ableitung der Hauptsätze 
betreffend die Ga/owsche Resolvente, womit eine arithmetische Begründung 
der Ga/owschen Theorie der Affecte und Gruppen gewonnen wird. Diese 
zunächst unter Voraussetzung natürlicher Rationalitätsbereiche durchge- 
führten Entwickelungen ergeben sodann eine einfache Theorie des Gattungs- 
bereiches, insbesondere einen arithmetischen Beweis des Satzes, dass mehrere 
algebraische Grössen stets durch eine lineare Verbindung derselben rational 
ausdrückbar sind. 

Hieran schliesst sich, auf Grund der von Herrn Kronecker gegebenen 
Gestalt der Eliminationstheorie **), eine allgemeine Methode, jede Gleichung 
zwischen beliebig vielen algebraischen Grössen, auch wenn dieselben durch 
ein System von Gleichungen mit mehreren Unbekannten definirt sind, durch 

*) Vgl. Grundzüge einer arithmetischen Theorie etc. § 25, dieses Journal Bd. XCII 
S. 113. Vgl. ferner Molk, sur une notion etc. Chap. I, Acta Math. Bd. VI S. 2. 

**) Grundzüge § 10 a. a. 0. S. 27. 
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eine äquivalente Congraenz nach einem einzigen, durch das Gleichungs- 
system bestimmten Modul, und damit das Rechnen mit Irrationalitäten durch 
das Rechnen mit ganzen Functionen von Unbestimmten zu ersetzen. Ge- 
nauer formulirt ergiebt sich das folgende Resultat. Sind beliebig viele 
Gleichungen F^(a:i,a?2, ...a?,;,) = durch r verschiedene Werthsysteme 

Xf^ = ^^^^ if = 1, 2, ... in; o = 1, 2, ... r) 

und nur durch diese zu erfüllen, so giebt es r Systeme ganzer Functionen 
(p^^ einer Unbestimmten iv, welche nach einem irreductibeln Modul (p(tv) 
von einander verschieden sind und den Congruenzen 

K{<P^{^), 9^2^«^), ... y,,^(fr)) = (mod. ^^(fr)) 

gentigen; jede Gleichung zwischen Grössen | geht in eine richtige Con- 
gruenz (mod. ip(jDJ) Über, wenn man IJ;^ durch (Pf,^(tc) ersetzt, und um- 
gekehrt. Alle möglichen Moduln (p(w) stehen in einem einfachen Zusammen- 
hang mit einander, sodass sie alle aus einem von ihnen abgeleitet werden 
können. 

Wenn nun auch die Tendenz dieser Entwickelungen im Allgemeinen 
dahin geht, die Existenz der Wurzeln fUr die Erledigung aller algebraischen 
Probleme, welche nicht mit der numerischen Auflösung der Gleichungen 
zusammenhängen, entbehrlich zu machen, so kann man doch die erhaltenen 
Resultate zur Aufstellung mannichfaltiger neuer Beweise für die Existenz 
der Wurzeln vom Typus des zweiten Gauss^^ohen Beweises benutzen; ins- 
besondere gelingt es, dem schönen Euler -' Lagrange&chen Existenzbeweise 
eine sichere Grundlage und völlig strenge Form zu geben. Dieser Beweis 
ist in der letzten Gestalt, wie er bei Lagrange*) vorliegt, nur dem dritten 
Gauss^chen Einwände **) unterworfen, die „Existenz" der Wurzeln schon zu 
benutzen und nur nach ihrer Form zu fragen; d. h. es wird mit Grössen im 
unbestimmtesten Sinne des Wortes, mit Rechnungsobjecten operirt, welche die 
gegebene Gleichung mten Grades F(x) = für x gesetzt erttillen, und 
übrigens genau denselben Rechnungsregeln wie die gewöhnlichen Zahlen 
unterliegen. Solche Rechnungsobjecte können und sollen nun wirklich auf 
rein arithmetischem Wege hergestellt werden; die Congruenz F(x) ^ hat 



*) Traite de la resolution des equations numeriques (B'^™« edition, 1826) Note X. 
Oeuvres t. VIII p. 234. 

**) Demonstratio nova thooreraatis, omnem functionem etc. Art. 8, Werke Bd. UI S. 14. 
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nämlich bei passender Wahl eines irreductibeln Moduls stets m verschiedene 
rationale Wurzeln, mit denen man nach genau denselben Regeln wie mit 
den gewöhnlichen Zahlen rechnen kann, wenn man stets an Stelle der 
Gleichheit die Congruenz nach jenem Modul einfuhrt; und mit diesen Con- 
gruenz wurzeln kann man genau diejenigen Schlussreihen entwickeln, zu 
welchen Lagrange seine von Gauss gerügten hypothetischen Wurzeln von 
unbekannter Gestalt gebraucht. 

Als bekannt werden nur die elementaren Sätze betreifend die natür- 
lichen Ratiönalitätsbereiche und die Zerlegung ganzer Functionen in solchen 
Bereichen *) vorausgesetzt. 

I. 

Arithinetiscbe Theorie der Ga/ot«scheii Kesolvente. 

1. Die Unbestimmten a^i, X2j ... x,„ seien die Wurzeln der Gleichung 
(1.) 5(0?) = x-^f,x-''+r,x-''—+(^irf.. = 0; 
/)(/) sei die Discriminante dieser Gleichung und A)(f) die Discriminante der 
im Bereich der symmetrischen Functionen f irreductibeln Gleichung, welcher 

die Grösse 

y = xJ+x,e+-'+xJ'% 

in welcher t eine neue Unbestimmte bedeutet, genügt. Dann ist 4)(/) das 
Product aller Differenzen 

(2.) 2; x^J^^J: x,J^ = i9l(x^^^x^,^) + tTU 

wobei Q der kleinste Index ist, für welchen die Differenz «p— /?p von Null 
verschieden wird, und T eine ganze Function von t und den Unbestimmten 
Xy bedeutet; also, da AiCf) ^^^^ symmetrische Function der Grössen Xy ist, 

(3.) j„a) = t^^.j,(t, /), 

wenn unter z/i eine ganze Function von t,f^^f2^...f„, verstanden wird; dann 
lehrt die Formel (2.), dass der in den Grössen Xy symmetrische Ausdruck 
Ä(0, f) aus Differenzen x^—x^ multiplicativ zusammengesetzt, also eine 
Potenz von D{f) sein muss: 

(4.) z/,(o, f) = ip(f)y. 

Jetzt sei eine beliebige Gleichung wten Grades 

(5.) F{x) = a;"*-aiX"*-'+02a;*"-'-... + (-l)"'a,, = 



•) Vgl. Grundzügo §§ 3 und 4, a. a. 0. S. 7 ff. 
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gegeben, deren Coeffieienten einem natürlichen Rationalitätsbereich (SR) an- 
gehören, und deren Discriminante D(a) von Null verschieden ist; dann er- 
geben die Gleichungen (3.) und (4.) auf Grund eines bekannten Satzes von 
Gauss*) die Formeln: 

(6.) /lo(a) = l^^AQ, a), 

(7.) 4(0, ö) = (D(a)y, 

wo 4j(ö) und z/i(/, a) aus 4)(/') und ^i(t,f) entsteht, indem man f^ durch 
a^ ersetzt. Aus der Gleichung (7.) folgt, dass /l^(t, a), als ganze Function 
von t betrachtet, nicht identisch verschwinden kann, und dasselbe gilt nach 
(6.) von z/o(ö); nian kann also die Unbestimmte t derartig specialisiren, 
dass z/,j(a) von Null verschieden bleibt. 

Beiläufig bemerkt gilt derselbe Beweis fllr den Ausdruck z/'(a), der 
aus dem Differenzenproduct 

entsteht, indem man a^ für f^ schreibt; auch z/'(a) ist bei passenden Werthen 
der Grösse t von Null verschieden. 

2. Die Grösse y ist ein specieller Fall der allgemeineren mit un- 
bestimmten Coeffieienten Uy gebildeten 

welche der im Bereich der Grössen f irreductibeln Gleichung 

(8.) G{z, /) = 

genügen möge; ist J{f) die Discriminante derselben, so kann z/(a) nicht 
identisch verschwinden , weil diese Grösse für Uy = r in die nach Art. 1 
nicht identisch verschwindende Grösse 4.(o) übergeht. Die Gleichung (8.) 
ist nun eine rein algebraische Identität zwischen den Unbestimmten Xy^Uy, a, 
kann also differentiirt werden: 



dz 



^^ ^ dGijzJ) . dG{zJ) 



duy ^ duy ' dz 

oder, wenn man Zähler und Nenner mit einem passenden Factor multiplicirt 
und unter yy ganze rationale ganzzahlige Functionen versteht, 

Xy = —^^~ = SP, («. A) (.=1.2.... m). 



*) Vgl. Demonstratio nova altera theorematis, omnem functionem etc. Art. 5, Werke 
Bd. m S. 37. 
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Dann ist, da die Grösse Xy der Gleichung (1.) genügt, 

und diese Gleichung besteht wegen der Irreductibilität der Gleichung (8^) 
auch dann noch, wenn z eine beliebige Wurzel der Gleichung (8.) bedeutet: 
ist also w eine neue Unbestimmte, so folgt 

(9.) 5((p.O^ n) = (mod. G(w, /)), 
wobei von Nennern, welche die Grösse fr nicht enthalten, abgesehen ist. 
Hieraus folgt nach dem in Art 1 citirten Gati^^schen Satze 

(10.) F(<p,(fr, a)) = (mod. G(tv, a)); 

denn in der Congruenz (9.) kann ohne weiteres fy durch Oy ersetzt werden, 
weil dabei der einzige vorkommende Nenner J(f) den von Null verschiedenen 
Werth J(a) annimmt. Ist also ^(ir, a) ein beliebiger irreductibler Factor 
von G(z^a), so folgt aus (10.), wenn hier wie im Folgenden von Grössen 
des Bereichs (SR) als Nennern abgesehen wird: 

F((py(w, a)) = (mod. g(w, a)), 
also 

F(.) ^ F(.)-F(^,(u>, «)) ^ (x-^.(«,, a))F(-) j ^^^^ ^^^^ ^^^_ 

Da nun der Modul g(fc, a) irreductibel ist, so muss einer der Factoren des 
Products 

(11.) (^^(fr, a)-(p^(w, äj)F{(p,(w, a)) 

durch g(jD, a) theilbar sein. Für den ersten Factor kann dies nicht ein- 
treten; denn es ist 

also wegen der Irreductibilität der Gleichung (8.) 

D{f) = n \ipX^D, n-cp,(w, f)\ (mod. G(w, /)), 

also nach dem citirten GaussQchen Satze 

D{a) = n{(pX^, a)-Vß(^, «)) (mod. G(fr, ö)), 

also a fortiori 

D(a) ~ n{(pX*P, a)-<Pß(*t>, »)) (moA.g(iD, o)), 

woraus sich sofort ergiebt, dass keine der Differenzen 

(f„(w, a)-(fß{v>, a) («^,?) 
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durch g(w, d) theilbar sein kann, dass also in dem Produet (11.) der zweite 
Factor durch g(fDy a) theilbar sein muss. Daraus folgt, dass man setzen kann 

F{x) = {x-(p,(w, a))(x-(p2(w, a))Fi(x) 

wobei Fl eine ganze Function (m— 2)ten Grades von x bedeutet; in ähn- 
licher Weise fortschliessend erhält man das Resultat 



(mod.g^(fr, a)), 



(12.) F(x) = n(x-(p,(tD, a)) {moi. g(iD, a)). 

y 

Vergleicht man hierbei die Coefficienten gleich hoher Potenzen von x auf 
beiden Seiten, so ergiebt sich 

a^ = ^^(paX^^ (*)VaX^y (*)'-Va^(p, «) (mod. ^(fT, a)), 

wobei rechts über die Indices a in der zur Bildung der elementaren sym- 
metrischen Functionen nöthigen Weise zu summiren ist. Jede beliebige 
symmetrische Function der m Grössen (p^ (to, a) ist also nach dem Modul 
g(w, a) einer dem Bereich (91) angehörigen, also von w freien Grösse 
congruent. 

Beiläufig ist aus der Irreductibilität des Moduls und der Congruenz 
(12.) ersichtlich, dass die Congruenz 

F(x)^^0 (mod. ^'(fr, a)) 

nicht mehr als die m Wurzeln (py(w,a) besitzen kann. 
3. Aus den Gleichungen 

ergiebt sich, dass die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung G(«, /) = durch 
J5 rational mit dem einzigen Nenner J(f) ausgedrückt werden können; diese 
Wurzeln seien, indem m! = A/ gesetzt wird, 

sodass die Gleichungen 

also wegen der Irreductibilität der Gleichung G(zy f) = auch die Con- 

gruenzen 

G(ß,(w, f)) = (mod. G(w, f)) 

bestehen, aus welchen nach der für die Gleichung (12.) angewandten Be- 
weismethode folgt: 

Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 1. 4 
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G(x, n = ''n\x-0r(it^, n) (mod. G(w, ny 

Hierin kann nach dem citirten Gauss&chen Satze /V durch a^ ersetzt werden, 
weil der einzige vorkommende Nenner J(/) den von Null verschiedenen 
Werth J(a) annimmt; also ist 

0,J/-1 

G(x, a)^ n {x—OX^, ö)) (mod. 6r(fr, a)) 

V 

und a fortiori 

G(xy a)^ n (x—O^w, a)) (mod.g(tDy a)). 

V 

Dabei sind die Ausdrücke 6^10,0) nach dem Modul g(w,a) einander in- 
congruent; denn aus der Gleichung 

folgt, weil die Gleichang G(x, f) = irredoctibel ist, die Congnienz 



J(/) = n(eXfc, /)-Ö,Or, /)) (mod.G(«p, f)), 



also nach dem Gausssch&n Satze 



J(a) = i7(<9„(ir, a)-e^{w, o)) (mod. G{tD, a)); 

und hieraus folgt 

J(a) = n(e,(tP, a)-e^(w, o)) (mod. ^(w, o)), 

sodass, da J(a) von Null verschieden ist, keiner der Factoren der rechten 
Seite durch g(w, a) theilbar sein kann. Die Congruenz 

(13.) G{x, a) = (mod. g{w, a)) 

mit der Unbekannten x hat also genau so viel incongruente Wurzeln, wie 
ihr Grad angiebt. Dasselbe gilt von der Congruenz 

(14.) g,{x, a) = (mod.flf(ir, a)), 

wenn gi(x^a) ein beliebiger irreductibler Factor von G{x,ä) ist. Denn bei 
der Irreductibilität des Moduls muss jede Wurzel der Congruenz (13.) für 
x gesetzt mindestens einen der irreductiblen Factoren von G(x, a) durch 
g(w, a) theilbar machen; hätte nun die Congruenz (14.) weniger Wurzeln, 
als ihr Grad angiebt, so müsste ein von g^ verschiedener Factor von G(x, a) 
für mehr Werthe x, als sein Grad angiebt, durch g(w, a) theilbar sein, 
was wiederum mit Rücksicht auf die Irreductibilität von gf(fr, a) nach der 
bei der Congruenz (12.) angewandten Methode als unmöglich nachgewiesen 
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werden kann. Speciell hat also die Congruenz 

g(x, a) = (mod.^(fr, a)) 

genau r Wurzeln, wenn g(x^ a) in Bezug auf x vom Grade r ist; eine 
dieser Wurzeln ist offenbar 

X = w = Oyi(wy a); 
die übrigen seien, was durch passende Wahl der Indices erreicht wird, 
d,(ir, a), Ö2(fr, ö), ... d^-i(fr, ö). Hieraus folgt nach der bei (12.) ange- 
wandten Methode 

0,r— 1 

g(x, a)^ n (x-O^w, a)) (mod.g(w, a)). 

y 

Jede ganze symmetrische Function der Grössen 

(15.) Oo(jD, ö), 6i(iVy o), ... ö^_,(ir, a), 

speciell jede ganze Function von tv, welche den Congruenzen 

(16.) yj(9c)^tp(6^(wy a)) (mod. g(j€y a)) ((» = o, i, 2. ..^r-i) 

genügt, ist also einer Grösse des Bereichs (JR), also einer von ir unab- 
hängigen Grösse nach dem Modul g(Wy a) congruent. Umgekehrt, wenn 
die ganze Function v(fr) einer Grösse des Bereichs (9?) congruent ist, 

V^(fr) ^ 9i (mod. g(w, 0)), 

so kann man in dieser Congruenz die Unbestimmte w durch 0^,{u>y a) ersetzen: 

Köe(«', «)) = 9l (mod.(7(ö^(ir, a), a)), 

also ist für p = 0, 1, 2, . . ., r— 1 

tp(0^(w, a)) = 9i (mod. g(w, a)); 

die Grösse tp(tv) genügt also den Congruenzen (16.). 

4. Versteht man ein für alle Mal unter 6^ oder 0^(tD) eine der 

Grössen (15.), und lässt bei Anhäufung mehrerer Functionszeichen (f, x}f, 6 

die Klammem fort, so kann zu jedem Paar von Zahlen a^ ß der Reihe 

0, 1, • . ., r— 1 eine dritte Zahl y derselben Reihe gefunden werden, sodass 

die Congruenz 

(17.) ej^(tv) = e^w) (mod. g(w, a)) 

besteht. Denn ersetzt man in der Congruenz 

9{Pa(p), a) = (mod. ^ (fr, a)) 

die Unbestimmte ir durch 6ß(w)^ so ergiebt sich 

9{ßa0ß(?Jo), a) = (mod. ^(ö^(fr), a)), 
also auch 

gißaOßitD), a) = (mod.^(tr, a)); 
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da nun g(x, a) nur, wenn man für x eine der Grössen (15.) ßetzt, durch 
g(w^ a) theilbar wird, so muss in der That eine Congruenz von der Ge- 
stalt (17.) bestehen. Die Functionszeichen 0^ bilden also eine Gruppe. 
Hieraus folgt sofort in bekannter Weise, dass jedes derselben bei fortge- 
, setzter Iteration eine bestimmte Periode zeigt, und dass es zu jedem Zeichen 
0^ ein reciprokes 6^ = 0~^ in der Reihe der Zeichen (15.) giebt, sodass 

O^OqX^) = tr = öo(w?) (mod. g(w, a)). 

Diese Gruppe ist nun mit der für gewöhnlich so genannten Gruppe 
der Gleichung F(x) = holoedrisch isomorph. Denn ersetzt man in der 
Congruenz (12.) die Unbestimmte w durch 0^(tv)^ und schreibt kurz q>y(fo) 
für (py(to, a), so ergiebt sich 

F(x) = n(x-fp,6^(w)) (mod. ^(ö,(tp), a)) 

also auch 

F{x)~ n{x-(fy6Xw)) (mod.^(tt), «)); 

V 

da nun aber nach Art. 2 die Congruenz 

F{x) ^ (mod. g(w, a)) 

nur die Wurzeln q>y(w) besitzt, so kann zu jedem Index a ein derartiger 
Index ß gefunden werden, dass die Congruenz 

(Pa6^(w) = (pß(w) (mod. g(w, a)) 
besteht; dabei kann keine Congruenz 

(p^ e^ (w) = (p, e^ (ta) (mod. g (ir, a)) 

bestehen, da aus ihr, wenn man die Unbestimmte w durch Oj\w) ersetzte, 
3ie Congruenzen 

(p^(w) = cpy(w) (jnoA. g(e;\w), a)), 

(pXw) = (p (w) (mod.g(fü, a)) 

folgen würden, deren letztere nach Art. 2 unrichtig ist. Die m Grössen 
(Py6^(w) sind also, wenn man sie nach dem Modul g(w, a) betrachtet, eine 
Permutation der m Grössen y„(fr), sodass zu jedem Functionszeichen 0^ 
eine Umsetzung der m Grössen (py gehört. Dabei sei z. B. 

(18.) (%*f f '^'f H ("Oä-K«, «))i 
dann ist offenbar 
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also auch 

(19.) <Py0^e,(w) = (Ph^O,(w) = (pi^(w) (mod. g(w, a)), 

und ebenso ergiebt sich 

(19^) (prO,e^(w) = (f,^ ö/tr) = 9)ä, («?) (mod. g(tD, a)). 

Die P^rmutation der Grössen q>^, welche zu dem Ausdrucke O^d^tß) gehört, 
ist also das Product der zu den Ausdiiicken 0^ und d„ gehörenden nach Maass- 
gabe der Congruenzen (19,) und (19**.). Die sämmtlichen nach dem Schema 
der Congruenzen (18.) erhaltenen Permutationen bilden also eine Gruppe, 
welche infolge der Congruenzen (19.) und (19^) auf die Gruppe der Func- 
tionszeichen 0^ derartig isomorph bezogen ist, dass zu jedem dieser Zeichen 
eine bestimmte Permutation gehört *). 

Umgekehrt führen zwei verschiedene Operationen 6^ stets zu zwei 
verschiedenen Permutationen. Denn nimmt man an, es sei 

so folgt, indem man tr durch Oj\w) ersetzt, 

(fy (tr) = (f^ e„ e^' (w) (mod. g(w, a)), 

und O^Oj^ ist von ö,, verschieden; es sei etwa 

e,e^\u>) = e,(fD) (mod.^(fr,a)); 
dann wäre 

(Py(fJD) =E (pyOj(tc) (mod. g(Wy a)) (k = i, 2, ... m). 

Nun war aber gesetzt 






und hieraus folgt 



(20.) 



1, nt 

fv =^ 2! Uy(py(tDj f) (mod. G{w^ ^)), 

y 

w ^ 2! Uy(py(w^ ä) (mod. G(fr, a)), 

V 
1, M* 

w ^ 21 tiy(py(w) (mod. g(wy a)), 



also indem man tr durch d^(w) ersetzt. 



•) Ohne die arithmetische Begründung, welche das Hauptziel unsrer Entwicklungen 
bildet, benutzt Herr Bachmann die Functionen 6 zur Erklärung der Gruppe einer Gleichung 
Math. Ann. Bd. XVHI S. 454. 
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kürzer gesagt werden kann und soll, die Substitutionen 0, welche ip(w) 
ungeändert lassen — selbstverständlich nach dem Modul g(w, a) — , bilden 
eine Gruppe. Kommt in dieser Gruppe z. B. 6^ nicht vor, so ist 

(22.) rpe^(w) ^ \pej^(w) = xpe^e^iw) = ... = ipe,e^(tü) (mod. g(w, a)) 

ein „conjugirter" Werth von tp(w)j welcher dieser Grösse nach dem stets 
angewandten Modul incongruent ist; dabei stehen in (22.) alle conjugirten 
Werthe von rp(w)^ welche mit y^fO^iw) congruent sind; denn wäre etwa: 

tp6^(w) ^ tp6o{^) (mod. g{w, a)), 

so ergäbe sich, indem man w durch Oj^(w) ersetzt, 

xp(w) = tpej;\tv) (mod. g(ie-\w), a)), 

tp(w) = ipOaO;\w) (mod. g(w, a)), 

also mlisste die Substitution ö^ö^^ die Grösse yj nicht ändern, und es 
wäre z. B. 

OaO^' (to) = 0^(w) (mod. g(io, a)), 

e,(w) = d^e^(iü) (mod.^(ö„(2(;),a)), 

e„ (w) = e^ e^ (w) (mod. g (w, a)). 

Ist also 8 die Anzahl der Substitutionen ö(„ 6^, Oß, ... d^, so werden 
je 8 der r Werthe y^O^(w) einander congruent, und / ist die Anzahl der in- 
congruenten conjugirten Werthe der Grösse V'O^) diese selbst miteinbegriffen, 
wenn r = st gesetzt wird. — Sind solche t conjugirte Werthe etwa 

(23.) ipe^x^), yje^,(w), xpe^(w), . . . rpe^^_,{wy, e^x^) = w, 

so ist eine symmetrische Function derselben nach dem Modul g(w, d) einer 
von tv unabhängigen Grösse congruent; denn jede der r Substitutionen 
kann höchstens diese l Werthe unter einander vertauschen, lässt also die 
symmetrische Function, abgesehen von Vielfachen des Moduls, ungeändert. 
woraus die Behauptung nach dem Schlussresultat des Art. 3 folgt. Die 
Grössen (23.) sind also die Wurzeln einer Congruenz tten Grades, deren 
Coefficienten die Grösse w nicht enthalten; ist diese Congruenz etwa 

¥'(V/) = (mod.^(w;, a)), 

so ist die Discriminante der Gleichung V(x) = dem Differenzenproduct 
der Grössen (23.) congruent, also sicher von Null verschieden, weil sonst 
infolge der Irreductibilität des Moduls eine Differenz zweier Grössen (23.) 
durch g(Wy a) theilbar sein mUsste, was nach Voraussetzung nicht der Fall 
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ist. Hieraus folgt, dass jede den Relationen 

X0^)=/A(j^)^x0ß(w) = '"^x6x(w) (mod.^(w;, «)) 

genügende ganze Function /(i^), bei welcher offenbar jeder conjugirte Werth 
einer der Grössen x^Qyi^) congruent ist, einer ganzen Function von V'(t^), 
deren Coefficienten von w unabhängig sind, nach dem Modul g{w^d) con- 
gruent gesetzt werden kann; man braucht nur nach Lagrange*) aus den 
Congruenzen 

(mod. g(^Wy a)) (/^ = o, i, 2, ..^ t-i)^ 

deren rechte Seiten dem Schlussresultat des Art. 3 zufolge von ta unab- 
hängige Grössen des Bereichs (91) sind, die Unbekannte yXtv) zu bestimmen. 
Wenn umgekehrt eine beliebige in der Gesammtgruppe der r Sub- 
stitutionen 0^ enthaltene Untergruppe ö(„ ö^, ö^, ... ö^ gegeben ist, so kann 
leicht eine bei diesen und nur diesen Substitutionen (mod. g(w, a)) unge- 
ändert bleibende ganze Function von to gebildet werden, z. B. 

slj(w) = (tt~w;)(«i-d«(w;))(w-ö^,(2^))-(«i-öi(w;)) 

worin u eine Unbestimmte bedeutet; denn da die Substitutionen öo, ö„, ... 0^ 
eine Gruppe bilden, so ist z. B. 

rpe^tü) = (u-'e,(w))(u--0jXw)Xu-e^,0Xto))...(u^e,exw)) = xp(w) 

{moL g(w,a))\ 
wäre nun auch noch 

t/j(w)i^tp 0^ (lo) (mod. ^ (w, a)) , 
so ergäbe sich 

also, da die rechte Seite für u = 0^(iv) durch g(tv,a) theilbar wird: 

(d/w;)-t^;)(ö,(uO-ö,0(;))...(öXw;)- 6,(10)) = (mod. giic, a)), 

was wegen der Irreductibilität des Moduls nur möglich ist, wenn p unter 
den Zahlen 0, a, /?,... A vorkommt. Die Discriminante der wie oben 
gebildeten Gleichung ^(x) = ist also von Null verschieden , auch wenn 
diese specielle Grösse rp(w) zu Grunde gelegt wird. 



*) Vgl. Reflexions sur la resolution algcbrique des equations Art. 100. Oeuvres 
t. III p. 374. 



Kneser, arithmetische Begründung algebraischer Sätze. 33 

Der beliebigen Untergruppe öy, ö«, ... 0x entspricht eine beliebige 
in der Affectgruppe der Gleichung F(x) = enthaltene Untergruppe ster 
Ordnung, deren Substitutionen diejenigen sind, welche die irrationale Grösse 

ungeändert lassen ; diese Grösse genügt offenbar der Gleichung W(x) = 0, 
ist also von ihren sämmtlichen conjugirten Werthen verschieden. Damit 
erhält man den auf arithmetischem Wege zuerst von Herrn Kronecker*) 
bewiesenen Satz, 

dass in jeder Gattung von rationalen Functionen der Wurzeln einer 
beliebig gegebenen Gleichung solche Functionen, welche von 
ihren sämmtlichen Conjugirten verschieden sind, gefunden werden 
können. 
Dieser Satz ist beim Gebrauch der irrationalen Gleichungswurzeln 
nöthig zur Ausschliessung des Falles, dass die Gruppe der Substitutionen, 
welche die Form einer rationalen Function der Wurzeln nicht ändern, von 
der Gruppe derjenigen, welche den numerischen Werth nicht ändern, ver- 
schieden ist. Ein derartiger Unterschied tritt bei der hier gegebenen Be- 
handlung der Congruenzwurzeln offenbar nicht auf. 

Beiläufig mag noch bemerkt werden, dass infolge der Congruenz 
(20.) jede ganze Function von w auch als ganze Function der m Congruenz- 
wurzeln (py(w) aufgefasst werden kann. 

n. 

Elementare Theorie des Gattungsbereichs. 

6. Um die bisherigen, auf einen natürlichen Rationalitätsbereich 
bezüglichen Entwickelungen auf Gattungsbereiche ausdehnen zu können, 
muss vor Allem der für den Begriff des Gattungsbereichs fundamentale 
Satz, dass die Adjunction mehrerer algebraischer Grössen stets durch die 
Adjunction einer einzigen, und zwar einer linearen Verbindung der ersteren 
Grössen ersetzt werden kann, in arithmetischer Form und nach arithmetischer 
Methode bewiesen werden; dazu bedarf es zunächst der einfachsten Sätze 
über enthaltene und enthaltende Gattungen. 

Unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen möge F(x) im 



•) Vgl. Grundzüge § 12. A. a. 0. S. 42. 

Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 1. 



34 Kneser, arithmetische Begründung algebraischer Sätze. 

Bereich (91) als irreductibel vorausgesetzt werden; ist dann (pi(w) eine be- 
liebige der m Congruenzwurzeln (py(w\ so lässt sich zeigen, dass der Aus- 
druck (piO^(w) jeder der m Grössen (py{w) nach dem Modul g(w,a) con- 
gruent werden muss, wenn man dem Index q successive alle Werthe 
0, 1, 2, ..., r— 1 beilegt. Denn würde der Ausdruck (p\6^(w) z.B. nur 
den Grössen (pi(w)^ ^2(^)1 ••»• Vn(:^\ wo »<Ciw zu nehmen ist, congruent, 
so wäre jede symmetrische Function dieser n Grössen sowie auch jede 
symmetrische Function der Grössen (pn+i(^)^ 7'n+20^)i . • • Vm(^) l>ei allen 
r Substitutionen 6^ bis auf Vielfache von g(Wy a) unveränderlich, also nach 
Art. 3 einer Grösse des Bereichs (ß) congruent; also wäre 

F(x) =F(x\.F(x\, 



F(^x), = n(x-(py(w)), 

V 

F(xy,= n {x-(p,(w)) 



(mod. g (w, a)), 



und die Coefficienten in F(x)i und F(x)2 gehörten dem Bereich (9i) an; da 
nun aber zwei Grössen des Bereichs (91) nur dann nach dem Modul g(w, d) 
congruent sein können, wenn sie gleich sind, so ergäbe sich 

F(x) = F(x\F(x\ 

entgegen der vorausgesetzten Irreductibilität von F(x). 

Jetzt sei f(x) eine beliebige ganze Function von x mit Coefficienten 
aus dem Bereich (91), und 

(24.) *(^(x))=0 (mod.F(x)); 

sodass in der gewöhnlichen Bezeichnungsweise eine Wurzel der Gleichung 
^(a?) = unter einer der durch F(x) = definirten conjugirten Gattungen 
enthalten ist. Ersetzt man dann in (24.) die Unbestimmte x durch (pi(w)^ 
so ergiebt sich 

^{f(SPi(p))) = ^ (mod. g(w,a)), 
also auch, indem man w durch 0^(w) ersetzt, 

HKcp^e,(w)))^0 (mod. g(0^(io),a)), 
^(,f(<Pi 6,(wy)) ^ (mod. g(w, a)). 

Da nun eben gezeigt ist, dass der Ausdruck (Pi0^(w) jedem der Ausdrücke 
(Py(w) bei passender Wahl von p congruent wird, so ergiebt sich, dass alle 
(mod.^(t^, a)) verschiedenen Werthe der Reihe 
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(25.) r(cp,(w)l r{cp2(w)), . . . f{(p^(w)) 

Wurzeln der Congruenz 

*(a?) ^ (mod. g(w^ a)) 

sein müssen. Bildet man nun das Product 

l,m 

P(x) = n {x-f((py(w)) (mod. g(w, a)), 

V 

80 kann man nach Art 3 annehmen, dass die Coefficienten von o: in P 
Grössen des Bereichs (SR) sind, und jeder irreductible Factor ergiebt, 
^ (mod. g(w, aj) gesetzt, genau so viele Wurzeln wie sein Grad beträgt, 
weil andernfalls eine dieser Congruenzen mehr Wurzeln als ihr Grad be- 
trägt, besitzen müsste, was bei einem irreductibeln Modul unmöglich ist. 
Wenn man also unter ^(x) speciell einen beliebigen irreductibeln Factor 
von P{x) versteht, so muss mindestens eine Gleichung von der Form 

Hf(V,(^))) = ^ (moä. g(iü, a)) 
bestehen; woraus sich nach den obigen Entwickelungen ergiebt, dass alle 
(mod. g(Wy a)) verschiedenen Werthe der Reihe (25.) Wurzeln der Congruenz 

^(x)^0 (mod. g(w, a)) 

sind. Andrerseits kann diese Congruenz nur Grössen der Reihe (25.) als 
Wurzeln besitzen, weil sonst die Congruenz 

P(x) HZ n(x-f(<p,iw))) = (mod. g(w, a)) 

noch durch andere Werthe von x als die Grössen (25.) erfüllt wäre; also ist 
der Grad jedes solchen irreductibeln Factors von P(x) genau der Anzahl 
der mod. g(Wy a) verschiedenen unter den Grössen (25.) gleich, und alle diese 
Factoren ^(a?) haben, mod. g(wy d) betrachtet, dieselben Linearfactoren. 
Also ist nothwendig P(x) eine Potenz, z. B. die Ate, einer irreductibeln 
Function *(ir), deren Grad natürlich der Ate ist, wenn m = A.Ä gesetzt 
wird, und die Grössen (25.) zerfallen nothwendig in h Systeme von je k 
Grössen derart, dass zwei Grössen nach dem Modul g(iVy a) congruent sind 
oder nicht, je nachdem sie demselben oder verschiedenen Systemen ange- 
hören. Ist also ^(x) ein irreductibles Polynom und 

^(f(x)) = (mod. F(x)), 

so ist der Grad von ^(x) stets ein Theiler des Grades von F(x); woraus 
man (beiläufig bemerkt) leicht auf Grund der Artt. 2 und 3 erschliesst, dass 

5* 
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die linke Seite einer Galois^chen Resolvente G(x^ a) stets nur in Factoren 
gleichen Grades zerfallen kann. 

Die hiermit gegebene arithmetische Ableitung der einfachsten Sätze 
betreffs der enthaltenen und enthaltenden Gattungen kann als neue An- 
wendung der Congruenzwurzeln (py(w) zum Ersatz der Irrationalitäten Sy 
betrachtet werden. 

7. Um nun zu zwei gegebenen Gattungen eine dritte zu construiren, 
unter welcher beide enthalten sind, gehe man von den mit den Unbestimmten 
x^ und yy gebildeten Polynomen 

5(0?) = n(x-x^) = a:'»-f,aj"'-'4-.+(-l)"'f„, 
®(«) = i?(aj-yv) = a;"-9,x"->+923:"-'— •+(-l)"9. 

V 

aus und bilde in dem Rationalitätsbereich (f^, %, ... f„,, Qi, 92, ... gO die 
irreductible Gleichung, welcher die mit unbestimmten Coefficienten u, v 
gebildete Grösse Zi = uxi+vyi genügt, also die Gleichung 

l,m l,n 

(26.) ^(x, f, 9) = i7 /Z (« -(ttx^+vyr)) = 0. 

Die Discriminante dieser Gleichung ist das Product aller von Null ver- 
schiedenen Differenzen 

worin die Indices /i beliebige Werthe der Reihe 1, 2, . . . id^ die Indices 
r beliebige Werthe der Reihe 1, 2, ... » durchlaufen, und dieses Product 
ist offenbar eine homogene ganze Function von u und t?, in welcher der 
Coefficient jedes beliebigen Gliedes eine ganze Function der Grössen f^ 
und g^ und gleichzeitig nur aus Factoren x^^—x^.^ und yr,—yy, zusammen- 
gesetzt ist, also nothwendig ein Product von Potenzen der Discriminante 
D(f) der Gleichung ^(a?) = und der Discriminante E(q) der Gleichung 
@(a:) = sein muss. Nennt man also die Discriminante der Gleichung 
(26.) etwa ^(f, g), so ist 

Ersetzt man x in der Gleichung (26.) durch ^i, so geht dieselbe in eine 
reine Identität zwischen den Unbestimmten u, v, x^, yy über, kann also 
differentiirt werden: 
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du ^ V 9m ' 9a? /af^«,' 

öc - »» - \dv • dx A=.,' 

mnltiplicirt man hierin die Zähler nnd Nenner mit passenden Factoren und 
versteht nnter y, y' ganze ganzzahlige Functionen von «i, u, «, f^^ g^, so 
ergiebt sich 

a^i = /(«n f, 9) : ^(f, 9) = ^(»1» f. 9)» 
»1 = /(a., f, 9) : 2)(f, 9) = »?(3„ f, g), 

nnd es bestehen demnach die Identitäten 

d(^d = d(H-i, f, 9))=o, 

®(y.) = ©(»jCaM f, 9)) = 0. 
Da nun aber die Gleichung (26.) offenbar im Bereich der Grössen f^ nnd 
g^ irredncdbel ist, so folgt aus den letzten beiden Gleichungen sofort, ab- 
gesehen von dem Nenner 2)(f, g), 

(S(^(a^, f, 9)) = (mod. ^(ar, f, g)), 
l@(i?(ar, f, g)) = (mod. ^(a?, f, g)). 
Jetzt sei ausser F(x) noch ein zweites Polynom 

mit nicht verschwindender Discriminante £(6) und Coefficienten ans dem 
Rationalitätsbereich (di) gegeben; dann ist zunächst der Ausdruck 

$)(a, b) = JSf^f,\D(a))"{E(b)y^, 

a,p 

d. h. die Discriminante der Gleichung ^ (x, a, b) = 0, nicht identisch gleich 
Null, ist also bei passenden speciellen Werthen der Unbestimmten u, e von 
Null verschieden, sodass die Ausdrücke 

n(x a b) = ^'^''' "' ^^ 

nicht illusorisch werden, und die Congruenzen (27.) auf Grund des in Art. 1 
citirten 6atw«schen Satzes ergeben: 

(?(,(.,«, 6))^ o) (°^od. ;&(., a, 6)). 



(27.) 
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Hieraus folgt, wenn unter H(x) ein beliebiger irreductibler Factor von 
^(Xy Oy b) verstanden wird, 

^^^•^ \ G(,(x, «, 6)) ^ 1 ("»««l- «(^)> 

Wenn nun h(x) ein beliebiger irreductibler Factor der Ga/owschen Resol- 
vente der Gleichung H(x) = ist, so kann man nach Art. 2, unter x ganze 
Functionen und unter q den Grad von H(x) verstanden, setzen 

H(x) =. n(x-Xy (w^)) (mod. h(w)) , 

r 

und nach Art. 6 müssen infolge der Congruenzen (28.) die Grössen 

in m gleichvielgliedrige Systeme zerfallen, sodass zwei dieser Grössen nach 
dem Modul h(w) congruent sind oder nicht, je nachdem sie demselben oder 
verschiedenen Systemen angehören; ebenso müssen die Grössen 

v{Xi(^), ö. b), v(X2(^), ö, 6), ... v(Xq(^)^ o, b) 
in n gleichvielgliedrige Systeme der eben beschriebenen Art zerfallen. — 
Damit ist in arithmetischer Form bewiesen, 

dass zwei beliebige einem natürlichen Rationalitätsbereich ent- 
stammende algebraische Grössen durch die aus ihnen mit unbe- 
stimmten Coefficienten gebildete lineare Verbindung rational aus- 
gedrückt werden können. 
8. Dieses Resultat lehrt unmittelbar, dass der Rationalitätsbereich, 
welcher durch Adjunction der beiden Irrationalitäten S und tj entsteht, in 
dem durch Adjunction von u^+vtj definirten enthalten ist; um aber die um- 
gekehrte Behauptung, dass beide Bereiche identisch sind, arithmetisch for- 
muliren und beweisen zu können, muss zunächst die Zerlegung einer Func- 
tion mit Coefficienten aus dem natürlichen Rationalitätsbereich (9?) bei Ad- 
junction einer einzigen diesem Bereich entstammenden algebraischen Grösse 
untersucht werden. 

Die Polynome F(x) und G(x)^ deren Coefficienten dem natürlichen 
Rationalitätsbereich (dt) angehören, seien irreductibel, und y(x) ein irreduc- 
tibler Factor der Gatowschen Resolvente der Gleichung 

(29.) F{x)G(x) = 0, 

sodass die Congruenz 

F(x) G(x) = (mod. y (w)) 
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genau m+n rationale Wurzeln besitzt; dann muss offenbar wegen der Irre- 
ductibilität des Moduls jede der Congruenzen 

F(x) = 0, G(x) = (mod. y(w;)) 

genau so viele Wurzeln haben, wie ihr Grad angiebt, also die erste m, die 
zweite n, sodass man setzen kann 

Gix) ^ n{x-ffX^^y) 

y 

wo nach Art. 1 unter f^ und g^ ganze Functionen von w zu verstehen sind, 
in deren Coefficienten als einziger Nenner die Discriminante der Galois^chen 
Resolvente von (29.) vorkommt. Diese Discriminante ist nach Art. 1 von 
Null verschieden, sobald dasselbe von der Discriminante der Gleichung (29.) 
gilt; letztere Grösse aber ist, wie man leicht aus der Bildung der Discri- 
minante der Gleichung 

gr(a?)@(a:) = /7(x-x,)/7(a:-y,) = 

ersieht, aus den Discriminanten von F(x) = und G(x) = und der Resul- 
tante *) beider Gleichungen multiplicativ zusammengesetzt. Die Resultante 
muss aber von Null verschieden sein, weil sonst die beiden Functionen F(x) 
und G(x) einen gemeinsamen Theiler hätten, der vermöge des Euklidhchen 
Algorithmus in rationaler Form gebildet werden könnte, was der voraus- 
gesetzten Irreductibilität von F(x) und G(x) widerspricht. Die Discriminante 
der Gleichung (28.) ist also von Null verschieden, und damit werden auf 
dieselbe die sämmtlichen Entwickelungen der Artt. 1 — 5 anwendbar. Spe- 
ciell hat die Congruenz 

y(x) ^^ (mod. yC?^)), 
wenn k der Grad von y(x) ist, k incongruente Wurzeln von der Form 

wo /y(t^) eine ganze Function von w bedeutet, und von Nennern, die dem 
Bereich (9ft) angehören, also die Unbestimmte w nicht enthalten, wie immer 
abgesehen wird. 

Nun möge zunächst untersucht werden, wann die durch die Gleichung 

*) Eine arithmetische Theorie der Resultante nach den Vorlesungen von Herrn 
Kronecker findet sich bei Herrn Molk, a. a. 0. S. 23. 
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G(?j) = definirte Grösse rj in der durch die Gleichung G(ß) = definirten 
Gattung S enthalten ist, d. h. wann eine Congraenz wie 

G{f(ix)) = (mod. F(j:)), 

worin f(x) eine unbekannte ganze Function bedeutet, besteht. Aus dieser 

Congruenz folgt, wenn man wieder bei gehäuften Functionszeichen die 

Klammem fortlässt, 

Gff,(w) = (mod.F/;(u;)), 

also auch 

Gff,{w) = (mod.y(w;)). 
Da nun die Congruenz 

G{x) = (mod. r(w)) 

nicht mehr Wurzeln haben kann, als ihr Grad angiebt, so muss eine Con- 
gruenz von folgender Gestalt bestehen: 

(30.) ff,(w) = g,(w) {moA. y(w)). 

Sind also etwa y«, y^, ... y, die sämmtlichen Substitutionen y^, bei welchen 
fi{w) ungeändert bleibt, d. h. bestehen die Congruenzen 

A W = A/aW = hrM ='= frY,{w) (mod. y(w)) 
und keine weiteren zwischen fi(w) und einer Grösse fiYy(w)^ so folgt aus 
(30.) sofort: 

(31.) gy{w) = g^Ya^w) = g^YbO^) = - = Orhi^) (mod. y(i^?)); 
denn es ist z. B. 



also auch 



g^YaM = rnrai^) = AA W (mod. y(w;)). 



Umgekehrt folgt aus den Congruenzen (31.) nach Art. 5 eine Congruenz 
von folgender Gestalt: 

gXw) = ff,{w) (mod.y(w;)). 



also wäre 



Gg,(w)=Gff,(w) = Q {moA. y(w)). 



Hieraus ergiebt sich, dass das Polynom Gf{x) durch F(x) theilbar sein 
muss; denn wäre das nicht der Fall, so wären bei der Irreductibilität von 
F(x) beide Polynome relativ prim, und man könnte mit passenden ganzen 
Functionen A(x) und B{x) die Gleichung 

A{x)F{x)+B{x)G{f(x)) = 1 



(mod. Y(toj) 
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bilden; also wäre auch 

Af,(x)Fr,(x)+Br,{x)Gff,{x) = 1, 
was den Congruenzen 

Gff,(w) = 0\ 

widerspricht. Also besteht in der That die Congruenz 

Gf{x) = (mod. Fix)). 

Da nun sämmtliche Ausdrücke f^^ g^, y^ auf rationalem Wege ge- 
bildet werden und durch eine endliche Anzahl von Versuchen die Substi- 
tutionen y«, ^ft, ..., welche /i(tt?) nicht ändern, gefunden werden können, 
so ist mit diesen Entwickelungen eine arithmetische Methode gegeben, 

zu entscheiden, ob eine gegebene, einem natürlichen Rationalitäts- 
bereich entstammende algebraische Grösse unter einer gegebenen, 
diesem Bereich entstammenden Gattung enthalten ist, oder nicht. 
9. Jetzt möge allgemeiner angenommen werden, dass das Polynom 
G(x) bei Adjunction einer Wurzel der Gleichung F(x) = zerfällt, d. h. es sei 

G(y) = G,(y, x)G,{y, x) (mod. F{x)), 

wobei unter G^ und Gz ganze Functionen der beigefügten Argumente zu 
verstehen sind; dann ist oifenbar 

Giy) = G,(y, A(tr))G,(y, f,(w)) (mod. F/; («.)), 
also auch 

G(y) -: G,(y, f,(w))G,(y, ^(ir)) (mod. r(w)); 

da nun die Congruenz 

G(y) = (mod. y(w)) 

genau so viele Wurzeln hat, wie ihr Grad angiebt, so gilt dasselbe von 
den Congruenzen 

Gfe«„))^0,| 

denn andernfalls würde eine dieser Congruenzen mehr Wurzeln haben, als 
ihr Grad beträgt, was bei der Irreductibilität des Moduls unmöglich ist. 
Man kann also, wenn mit «i der Grad von Gi(y, /i(fr)) und mit th der 
Grad von Gi^y^fiiw)) in Bezug auf y bezeichnet wird, etwa setzen: 
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(32.) 



Gi(.y, AC»)) = n (y-9aX«>y) (mod. /(»)), 



1,«3 



G2(yy fi(tc)) = n (jf-9ß(u>)) (mod. y(ir)), 



wobei die ludices a^, «2, • • ., «*,, A, A? • • • /^»^ ^ii^^ Permutation der 
Zahlen 1, 2, ... it bilden. Dann folgt ans (32.), dass jede symmetrische 
Function der «i Grössen Qa^y))^ nach dem Modul y(tt?) betrachtet, durch 
/i(tt?) rational ausgedrückt werden kann. Eine solche symmetrische Func- 
tion, durch welche, nach dem Modul y(ir) betrachtet, alle andern rational 
ausdrttckbar sind, kann leicht gebildet werden; setzt man z. B. 

V 

so sind die conjugirten Werthe nach Art. 5 die nach dem Modul y(u>) in- 
congruenten Werthe der Reihe 

Diese Werthe haben alle die Gestalt 

denn sonst müsste eine Congruenz 

(33.) ^«/.(ir) = fx(w) (mod. y(ir)) 

bestehen; nun kann aber mit passenden ganzen Functionen M(x) und N(x) 
eine Gleichung 

M(x)F(ix)+N(x)G(x) = l 

gebildet werden; also wäre 

Mf,(x)Fr,(x)+Nf,(x)Gf,(x) = 1, 

also wegen der Congruenz (33.): 

Mfi(fv)Fr,(w)+NrXt^)Gg^yX^) = 1 (mod. y^w)). 

Das ist aber unmöglich, weil die Congruenz 

GgX^v) = (mod. y(w)), 
also auch 

GgarX^o) = (mod. yy.(ir)), 
also auch 

Ggarr(tv) = (mod.y(ir)), 

und weil ferner die Congruenz 
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F/i(ir) = (mod.y(ir)) 

besteht. Ist nun S(ir) einem Werthe Sy^w) nach dem Modul y(w) con- 
gruent, so ist z. B 



also 



n (^-9aM) = n(u-g,(w)) (mod. y(w)), 



n(gi(u>)-ga,(fi^)) = (moA.r(w)), 



wenn .u eine beliebige der Zahlen 1, 2, . . . iti bedeutet; also müssen die 
Zahlen li. i^t • • • K^ nichts anderes als eine Permutation der Zahlen 
«1, «2, • . . a«, sein. Also bleibt der Ausdruck S(w) nur bei solchen Sub- 
stitutionen ungeändert, welche die «i Grössen ^«(ir) unter einander vertauschen. 
Bei diesen Substitutionen bleiben aber offenbar alle symmetrischen Func- 
tionen der Grössen ^«(w')? i^^ch dem Modul y(ir) betrachtet, nngeändert; 
also sind dieselben nach Art. ö durch S(w) rational ausdrUckbar. Die hin- 
reichende und nothwendige Bedingung für die (mod. y(ir)) zu verstehende 
rationale AusdrUckbarkeit aller symmetrischen Functionen der Grössen ^«(tr) 
durch fi(tv) ist also die ebenso zu verstehende rationale AusdrUckbarkeit 
von S(fr). Hat man also, indem unter (p eine ganze Function verstanden 
wird, eine Congruenz 

S(w) = (pf, (w) (mod. y (fr)), 

80 definirt die Congruenz (32.) einen durch fi(w) rational ausdilickbaren 
Theiler «iten Grades von G(y), betrachtet nach dem Modul y(fr), und es 
besteht eine Congruenz 

G(y) --_ G,(y, f,(to))G,{y, f,{w)) (mod. y(fr)). 

Wäre nun die Differenz 

nicht durch F(x) theilbar, so gäbe es ganze Functionen T(x) und U(x), flir 
welche die Gleichung 

T(x)F(x)+U(x)(G(y)--G,(y,x)G,(y,x)) = 1 
erfüllt ist; diese Gleichung ist aber wegen der Congruenzen 

. nnmöglicb. Bildet mau also alle möglichen AasdrUcke S(u>), so ergiebt 

6* 
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jeder dieser Ausdrücke, welcher bei allen die Grösse f^(w) (moA.y(tv)) 
nicht ändernden Substitutionen mod. y(ir) ungeändert bleibt, eine Congruenz 

G(y) = G,(y, x)G,{y, x) (mod. F(x)), 
und jede solche Congruenz, in welcher G^^y^x) in y vom Grade n^ ist, 
liefert eine mod. y(w) durch /^(tf?) rational ausdrückbare Grösse S(«r). Damit 
ist eine arithmetisch begründete Methode gegeben, 

alle bei Adjunction einer dem natürlichen Rationalitätsbereich (SR) 
entstammenden Grösse rationalen Factoren zu finden, durch welche 
eine gegebene ganze Function von einer Variabein, deren Coef- 
ficienten dem Bereich (91) angehören und deren Discriminante 
nicht verschwindet, theilbar ist; 
denn 'man übersieht leicht, dass alle in diesem Artikel gemachten Schlüsse 
nur an die Bedingung gebunden sind, dass die Discriminante von G{x) nicht 
verschwindet und G{x) durch die irreductible Function F(x) nicht theil- 
bar ist. 

10. Man kann also alle Functionen bilden, und erhält dabei nur 
eine endliche Anzahl, welche mod. F(x) in G^y) als Theiler enthalten sind; 
ist eine dieser Functionen mod. F(x) in Factoren zerlegbar, so kommen 
offenbar auch diese Factoren unter dem aufgestellten System der Theiler 
von G{y) vor; jeder dieser Theiler, der durch keinen anderen theilbar ist, 
was bei der Endlichkeit des Systems durch eine endliche Anzahl von Ver- 
suchen festgestellt werden kann, ist demnach überhaupt durch keine Func- 
tion von y moA.F(x) theilbar, kann also als moA.F(x) irreductibel be- 
zeichnet werden. Dieser neue Begriff der Irreductibilität mod. F(x) ist hier- 
mit zunächst für alle diejenigen ganzen Functionen von x und y begründet, 
welche mod. F{x) als Theiler in einer ganzen Function G(jf) von y allein, 
deren Discriminante nicht verschwindet, enthalten sind ; für alle diese Func- 
tionen kann bei einer gegebenen Function G{y) arithmetisch entschieden 
werden, ob sie irreductibel sind oder nicht; dagegen kann diese Entschei- 
dung noch nicht für jede beliebige ganze Function von x und y getroffen 
werden, von der man nicht weiss, dass sie in einer Function (j(y) mit nicht 
verschwindender Discriminante mod. F(x) aufgeht, sodass flir diesen allge- 
meineren Fall der Begriff der Irreductibilität noch nicht arithmetisch be- 
gründet ist. Es kann aber gezeigt werden, dass aus den schon definirten 
irreductibeln Functionen mod. F(x) jede Function von x und y multiplicativ 
zusammengesetzt ist. 
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Auf irgend zwei ganze Functionen von x und y kann stets zur Auf- 
findung ihres grössten gemeinsamen Theilers mod. F{x) der jBfiWtrfische 
Algorithmus, ohne den Begriflf der Irreductibilität vorauszusetzen, angewandt 
werden*). Sind die gegebenen Functionen Gi(x^y) und 62(0?, y), so kann 
stets auf rationalem Wege eine Congruenz 

H^(x,y)G,(x, y)+H,(x, y)G,(x, y) = T(x, y) (mod. F(ar)) 

abgeleitet werden, worin Äj, H2 ganze Functionen sind und unter T der 
grösste gemeinsame Theiler der beiden gegebenen Functionen mod. F(x) zu 
verstehen ist; weiss man also, dass eine der Functionen Gi, G2 durch keine 
andere ganze Function von x und y mod. F(x) theilbar sein kann, so muss 
eine Congruenz 

Hi(x, y)G,(x, y)+H,(x, y)G,(x, y)~l (mod. F(x)) 
bestehen. 

Nun sei G(yyx) eine ganz beliebige ganze Function; dann kann die- 
selbe stets mit einem derartigen in x und y ganzen und rationalen Factor 

G(f/y x) multiplicirt werden, dass das Product mod. F(x) einer von x unab- 
hängigen Grösse congruent wird. Man bilde z. B. 

nG(y, X,) = H(y, f„ U, ••• U 

y 

2,111 

= G{y, Xi)-nG(jf, ar.,); 



V 



dann kann das in 0^2, 0:3, ... x,„ symmetrische Product auf der rechten 
Seite durch j?i, fi, f2, ... f„, rational und ganz ausgedrückt werden, sodass 
man setzen kann 

fl(y, fn f2, ••• fm) = G(y, x,).H(jy, x,, f^, ... f,,), 

also, da die Gleichung ^(x) = mit den Wurzeln a?!, x^, ... x,„ im Bereich 
der symmetrischen Functionen fi, ... f,„ irreductibel ist: 

H(ff, fi, f2, ... ü = G(y, x)H(y, x, fi, ... f J (mod. 5(ar)); 
setzt man nun wie frUher 

F(x) = x"'^a,x--'+'--^{-iya„,, 
so ergiebt der in Art. 1 citirte Gauss^che Satz das Resultat 

HCy, «1, «2, ... a„)=G(y, x)H(y, x, a^, ... aj (mod. F(j)) 



*) Vgl. Molk a. a. 0. S. 59. 
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oder kürzer 

G(9, x)G(ff, x) = H(y) (mod. F(ix)). 

Auf Grund der als bekannt vorausgesetzten Theorie der Zerlegung ganzer 
Functionen in natürlichen Rationalitätsbereichen kann man dann setzen 

WO Ä', L, ... ganze Functionen mit nicht verschwindender Discriminante 
bedeuten. Diese Functionen kann man nach den obigen Entwickelungen 
als Producte mod. F(x) irreductibler ganzer Functionen von y und x dar- 
stellen; es sei etwa 

K(y) = kXy, x)k^{y, x)...k^{y, x\\ 

a. s. f. ; nach dem für Factoren von Functionen wie K, L, ... begründeten 
Begriff von Irreductibilität mnss G(y, x) durch eine beliebige der Functionen 
k, l, ... entweder mod. F(x) theilbar oder gegen dieselbe relativ prim sein. 
Wäre nun G(ti, x) durch keine der Functionen k, l, ... theilbar, so könnte 
man, indem man unter k', l, . . ., k", l\ ... ganze Functionen versteht, 
Congmenzen von folgender G-estalt bilden: 

*i(yj aj)*;(y, x)->rG(ii, x)k'^(iy, x) — 1,\ 
k2(tf, x)ki(y, x)-\-G(jf, x)k't(y, x) = 1, 



(mod. F(x)) 



kadf, x)k\(jf, x) + G(y, x)k:(s, x) = l, 
/.(», t) fi(y, ^)+G(y, x) e:(y, x) = 1, 

• . . . • 

(ä(y> ^)'Ky^ x)-\-G{tf, x)tß(si, x) = \, 

woraus sich durch Multiplication sofort ergiebt: 



(mod. F(x)), 



1.« 



/7*,(y, x)k'y(ji, a;)=l, 



V 



nio(y, ^)C(y, 0?) = ! 



(modd. G(y, x), F(x)) 



u. 8. f.; potenzirt man nun die erste dieser Congruenzen mit x, die zweite 
mit l u. s. f., so ergiebt sich, indem unter H\x,y) eine ganze Function ver- 
standen wird, 

Hiy).H\x, y) = l (modd. G(y, x), F(ar)), 
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was der Congruenz 

H(y) = G(iy, xYGCy, x) (mod. F(x)) 
oder 

H(y) = (modd. G(y, x), F(ar)) 

widerspricht. Die Function G(f/,x) muss also durch mindestens einen der 
irreductibeln Factoren ä, /, ... von H(y) nach dem Modul F(x) theilbar 
sein. Für den Quotienten der Division von G(y, x) durch diesen irreductibeln 
Factor gilt dieselbe Schlussweise wie für (r(y, x) selbst; also ergiebt sich 
das Resultat, 

dass jede ganze Function G(y, x) nach dem irreductibeln Modul 
F(x) einem Product ganzer Functionen von y und x congruent 
ist, welche nach dem Modul F(x) irreductibel sind. 

Der zuerst abgeleitete Bereich von irreductibeln Functionen, d. h. 
diejenigen, welche Theiler einer Function G(y) mit nicht verschwindender 
Discriminante sind, reicht also aus, um alle ganzen Functionen von x und 
yy abgesehen von Vielfachen des Moduls F(x) multiplicativ zusammenzu- 
setzen; in jenem engeren Bereich aber konnte jede Function auf ihre Re- 
ductibilität hin durch eine endliche Anzahl von Operationen untersucht 
werden, weil jedesmal eine endliche Anzahl von Functionen von x und y 
gebildet werden konnte, welche allein als Theiler von G(y) mod.F(x) in 
Betracht kommen. 

Mit dem Begriif der Irreductibilität ist nun sofort die Möglichkeit 
gegeben, die sämmtlichen in den Artt. 1 — 7 für einen natürlichen Rationali- 
tätsbereich angestellten Ueberlegungen auf einen Gattungsbereich zu über- 
tragen, der durch Adjunction einer einzigen dem natürlichen Bereich (SR) 
entstammenden Irrationalität definirt ist; oder arithmetisch gesprochen, die 
citirten Entwickelungen bleiben richtig, wenn statt der Grössen des Bereichs 
(SR) ganze Functionen einer Unbestimmten x eingeführt werden, welche 
mod. F(x) zu betrachten sind, sodass man jede Gleichung durch eine Con- 
gruenz mod. F(x)^ und jede Congruenz mit einfachem Modul M durch eine 
Congruenz modd. M, F(x) ersetzt. 

11. Auf den hiermit begründeten speciellen Begriff vom Gattungs- 
bereich kann der allgemeinere Fall, dass mehrere Irrationalitäten adjungirt 
werden, mit Hülfe der Entwickelungen der Artt. 7 und 8 zurückgeführt 
werden. 
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Versteht man unter i und t] Wurzeln der in dem Bereich (9ft) irre- 
ductibeln Gleichungen F($) = und G(?j) = 0, so möge zunächst unter- 
sucht werden, welche Grössen des Bereichs ((9?), §, rf) den Werth Null 
haben ; es sei z. B. 

<P(^, ri) = 0, 
wo (p eine ganze Function bedeutet, deren Coefficienten dem Bereich (9*) 
angehören. Dann hat die Gleichung 

(34.) v(|, y) = 

mit der Gleichung G(j/) = die Wurzel tj gemein ; letztere Gleichung kann 
aber bei Adjunction von § reductibel werden; dann sei G'(y, $) derjenige 
irreductible Factor von G(j/), für welchen die Gleichung 

(35.) G\y, ^) = 

die Wurzel tj besitzt. Die Gleichung (34.) hat nun mit der im Bereich 
(I, (9?)) irreductibeln Gleichung (35.) eine Wurzel gemein ; also folgt, wenn 
man unter g, g' ganze Functionen mit Coefficienten aus dem Bereich (ß) 
versteht, 

vCl y) = 9'(S, y)G'(y, ?), 

und weil diese Gleichung ausser ^ nur Grössen eines Bereichs enthält, in 
welchem das Polynom F(x) irreductibel bleibt, so folgt 

Jede die Grössen | und ?j enthaltende Gleichung geht also, wenn man ^ 
durch X und ij durch y ersetzt, in eine richtige Congruenz modd. G\y, x), F(x) 
Über — also im Allgemeinen nicht in eine Congruenz modd. G(y), F(x). 
Ist andrerseits F'(^, ^) = und F'(xy rf) ein bei Adjunction von tj irreduc- 
tibler Factor von F(x), so ergiebt sich offenbar ebenso, wenn man unter 
f\ f" ganze Functionen mit Coefficienten aus dem Bereich (9fl) versteht, 

v(^. y) = r(^, y)G<iy)+r\^. y)P\x, y). 

Statt also die Werthe der Grössen des Bereichs ((91), ^^ ij) zu vergleichen, 
kann man die entsprechend gebildeten Grössen des Bereichs ((9t), x^y) ent- 
weder modd. G'(y, j?), F(x) oder modd. G(y), F\x^y) betrachten; nach dem 
einen wie nach dem anderen Modulsystem erhält man eine richtige Congruenz, 
wenn man in einer richtigen Gleichung ^ durch x und ri durch y ersetzt. 
Damit ist eine doppelte arithmetische Definition des durch Adjunction zweier 
Irrationalitäten bestimmten Gattungsbereichs gegeben; die Identität beider 
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Definitionen, oder, was dasselbe bedeutet, die Aequivalenz *) der beiden an- 
gegebenen Modulsysteme, welche bei Benutzung der Irrationalitäten S und 
Tj offenbar ist, soll nun auf arithmetischem Wege bestätigt werden. 

Wie in Art 8. sei wieder y(ir) ein irreductibler Factor der Galois- 
sehen Resolvente der Gleichung F(x)G(x) = 0, und es sei, indem die Qrade 
der irreductibeln Functionen F, y und G durch m, k und n bezeichnet 

werden, wiederum 

F/'» = 

(mod. y(fr)) 



Cm 


-1, 


2, 


... m), 


(>' 


= 1, 


2, 


... tt) - 


(? = 


= 0, 


1, . 


..fc-1); 



femer sei, indem man unter G'(tf,x) eine moä. F(x) irredoctible Function 

verstellt 

G(ff) = G\y,x)G"(ii,x) (mod. F(ar)), 
also auch 

G(y) = G'{y, r,{v,))G"{y, f,(wj) (mod. y(«>)), 

und, wenn «' der Grad von G'(y, x) in Bezug auf y ist, sei 

G\gX^)^ /i(fr)) E^ (mod. y(fr)) c»' = i. 2, ... no. 

Jetzt werde angenommen, die ganze Function (p{x,y)^ deren Coefficienten 
dem Bereich (9i) angehören, genüge der Congruenz 

(p(x, y) = (modd. G\y, x), F(aT)); 
dann folgt sofort 

V(fi(^), 9i(^)) = (mod. y(w)y 

Versteht man nun unter y,„ y^, y^^ • • • 7p die sämmtlichen Substitutionen 
yy, welche mod. y(fr) die Grösse gi(w) nicht ändern, sodass die folgenden 
Congruenzen bestehen: 

,9i(^) = 9irc(^) = 9irä(^) = ••• = 9irp(^) (mod. y («?)), 
80 sind die mod.y(w) verschiedenen Werthe der Reihe 

(36.) /;(fr), f,yX^\ AyX«')^ • • • A^pW 
nach Art. 5 die Wurzeln einer Congruenz mod. /(«?), deren Coefficienten 
ganze Functionen von 9i(w) sind; denn eine symmetrische Function jener 
verschiedenen Werthe bleibt bei den Substitutionen y,„ y^^ y^, ... y^ un- 
geändert, und 9i(u>) bleibt bei diesen und nur diesen Substitutionen ungeändert 
Die Congruenz, deren Wurzeln die verschiedenen Werthe der Reihe (36.) 
sind, sei folgende: 



♦) Vgl. Kronecker, Grundzüge §21, II. a.a.O. S. 77. 
Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 1 . 
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F^x, g,(w)) = (mod. y^w)), 
sodass man setzen kann 

(37.) F\x, g,{tD))r\x, g,(w)) = Fix) (mod. yiw). 
Hieraus ergiebt sich leicht die Congrnenz 

(38.) F\x, y).r\x, y) = F(x) (mod. G(y)); 

denn da G(y) irreductibel ist, müsste andernfalls eine Gleichung von fol- 
gender Gestalt bestehen 

M\x, y)G(y)+M'\x, y)(FXx, y)F\x, y)--F(x)) = i»f'"(x), 

worin M\ M", M'" ganze Functionen bedeuten; daraus aber würde folgen: 

MXx, 9,{w))Gg,(w)+M\x, g,(w)){F\x, g,{u>))r\x, g.(w))^F(x)) = ilf'"(x), 

was wegen der Congruenz (37.) offenbar unmöglich ist. Also besteht in 
der That die Congruenz (38.); und hierin muss F'(x,y) nach dem Modul 
(j(y) irreductibel sein; denn sonst bestünde eine Congruenz 

F\x, g,(w)) = F[{x, g,{wj)Fl(x, g,(w)) (mod.y(ir)), 

und es wären schon die symmetrischen Functionen von einem Theil der 
mod. y(ir) incongruenten Werthe (36.) ganzen Functionen von giip) con- 
gruent, was offenbar der Eigenschaft der Substitutionen /o» Ya • • • Yp» die 
Grösse ^i(tr) ungeändert zu lassen, widerspricht — Nun ergiebt die Congruenz 

vC/iC«'), ^i(«^)) = (mod. y(fr)) 



die weiteren 



v(JiYc(y>\ 9iYc(p)) = (mod. YYc{^)\ 
vifiYci^)^ 9i(^)) = 0, 



v{fiYp(p)i 9i(^)) = 



(mod. y(tf?)); 



also sind die sämmtlichen mod. y(w) verschiedenen Werthe (36.) unter den 
Wurzeln der Congruenz 

(p(x, gi(w)) = (mod. y (ir)) 

enthalten, sodass man setzen kann 

(39.) (p(x, g,(w)) = F\x, g,(w))r{x, g,Cw)) (mod.y(fr)), 

wo f" eine ganze Function bedeutet, deren Coefficienten dem Bereich (91) 
angehören. Mit eben solchen ganzen Functionen N\ N", iV'" könnte man 
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die Gleichung 

(40.) T^Xx, y)G(y)+N^Xx, y)\<p(x, y)--F'(x, y)r{x, y)\ = iV'"(^) 

bilden, wenn nicht die Grösse 

ip{x, y)'-F\x, y)r(x, y) 

durch die irreductible Function G(tf) theilbar ist; da nun die Gleichung 
(40.), wenn man y =^ g^{u>) setzt, mit Rücksicht auf (39.) einen Widerspruch 
ergeben würde, so kann man, unter f eine ganze Function von derselben 
Beschaffenheit wie /"' verstanden, setzen 

y(x, y)-F\x, y)r(x, y) - G(y)r(x, y), 

<P(x, y) = G{y)r(x, y)+F'(x, y)r{x, y), 

ip{x, y) = (modd. G(y), F\x, y)). 

Da nun die vorausgesetzte Congruenz 

(p(x, y) = (modd.F((r), G'(y, x)) 
den Ausgangspunkt bildete, so ergiebt sich das folgende Resultat: 

Sind die Polynome F(x) und G(y) irreductibel, und hat 6(y), 
nach dem Modul F(x) betrachtet, den irreductibel n Factor G*(jy, x), 
so hat F(aj), nach dem Modul G(t/) betrachtet, einen derartigen 
irreductibeln Factor F'(x, y), dass die Aequivalenz der Modul- 
systeme 

(F(a:), G'(y, x)) oo (G(y), F'(x, y)) 

besteht, wobei von Nennern, welche x und y nicht enthalten, ab- 
gesehen wird. 

12. Jede Congruenz nach einem der beiden Modulsysteme (F(a?), 
G'(ff,xy) und {G(jf\F\x,yy) kann nun, indem man x und y durch ganze 
Functionen einer neuen Unbestimmten z ersetzt, in eine Congruenz nach 
einem bestimmten einfachen Modul verwandelt werden; und dieser Modul 
kann so gewählt werden, dass jede auf ihn bezügliche Congruenz, wenn 
man z durch eine ganze Function von x und y ersetzt, in eine richtige 
Congruenz nach einem jener beiden Modulsysteme übergeht. Ein solcher 
Modul ist die in Art. 7 eingeführte irreductible Function H(z) , und diese 
war, algebraisch gesprochen, ein irreductibler Factor der linken Seite der 
Gleichung, welcher die Grösse u^+vri genügt. 

Die ganze Function 

^(», f, 9) = n n{i-{ux^^vy,)) 
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h 



ist offenbar nach dem Modul r(fP9 f? fl) in lineare Factoren zerlegbar, wenn 
r(x, f, g) = die Galois&che Resolvente der Gleichung 

5(aT).@(a:) = 

bedeutet; also zerföllt auch ^(«, o, b) nach dem Modul r(wy a, b) in Linear- 
factoren, also a fortiori nach dem in r(wy a, b) als Factor enthaltenen 
Modul y(u)). Die Congruenz 

^(ä, a, 6) ^ (mod. y(ii?)) 

hat also so viele Wurzeln, wie ihr Grad angiebt; dasselbe muss, wenn H(z) 
irgend ein irreductibler Factor der linken Seite ist, von der Congruenz 

(41.) H(z) = (mod. /(tr)) 

gelten, weil sonst eine Congruenz mehr Wurzeln hätte, als ihr Grad be- 
trägt, was bei der Irreductibilität des Moduls unmöglich ist, und die Zu- 
sammensetzung des Products $ ergiebt leicht, dass alle Wurzeln der Con- 
gruenz (41.) auf die Form 

gebracht werden können. 

Dann kann H(z) unter den irreductibeln Factoren von $(«, a, b) so 
gewählt werden, dass auch die Congruenz 

H{uf,(w)+vg,(w)) = (mod.y(fi?)) 

besteht, oder, wenn 

gesetzt wird, 

(42.) H(h,(w)) = (mod.y(w)). 

Diese Congruenz kann man nach den in dem Modul y(w) nicht vorkommenden 
Unbestimmten u und v differentiiren; setzt man 



SO ergiebt sich aus (42.) sofort 

dh 



Ä.(Ä,(tp))-^+Ä,(A,(ir)) = 0, 



(mod. y(a>)); 



hierin kaun man anf beiden Seiten mit einer derartigen ganzen Function 
von hi(tp) mnltipliciren , dass der Coefficient des Differentialquotienten in 
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beiden Congruenzen die Discriminante der irredactibeln Gleichung H(z) = 
wird, also eine von Null verschiedene Grösse des Rationalitätsbereichs (91), 
wenn man die Unbestimmten u und t? durch passend gewählte Grössen 
dieses Bereichs ersetzt. Versteht man also unter F^ und G^ ganze Func- 
tionen mit Coefficienten aus dem Bereich (91), so kann man setzen 



(43.) 



(mod. /(»)). 



du 

Jetzt sei eine Congruenz 

(44.) 9(ar, y) = (moM. F(x), G\y, x)) 

gegeben; dann ergeben die voraussetzungsmässig bestehenden Congruenzen 

F(A (ir)) = G\g, (tr), f, (w)) ~ (mod. y (tr)) 
die Folge 

^P{fi{^)^ 9i(j^)) = (mod. y(ir)), 
also nach (43.) 

(p |F,(A,(fr)), G,(A,(fr))! - (mod. y(ir)) 

oder kurz, indem man unter eine ganze Function versteht, deren Coef- 
ficienten dem Bereich (dt) angehören, 

*(Ä, (w)) = (mod. y («?)). 

Da nun die ganze Function H(x) irreductibel ist, so ist sie entweder ein 
Theiler von *(a?), oder es besteht eine Gleichung 

^,ix)^{x)+H,(x)H(x) = 1, 

worin !P„ und fli, ganze Functionen bedeuten; in letzterem Falle wäre aber 

*o(Äi(tr))*(A,(fr))+J3;,(A,(ir))//(A,(fr)) = 1, 

was unmöglich ist, weil die linke Seite durch y(tr) theilbar ist; also besteht 
die Congruenz 

*(^) = r/.(F,(«), (?,(3)) = (mod.^(^)), 

womit die Congruenz (44.) in der beabsichtigten Weise durch eine Con- 
gruenz mit dem einfachen Modul H(z) ersetzt ist 
Umgekehrt kann jede Congruenz 

*(«) = {moLHiz)) 

leicht in eine Congruenz von der Gestalt (44.) umgewandelt werden. Zu- 
nächst ergiebt sich: 
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l*(fi/;(fr) + t?^i(fr)) = (mod. y(io)). 
Die Congruenz 

(46.) *(iia? + t?flFi(tt?)) = (mod. y(ir)) 

hat die Wurzel x = fi(tc) und ändert ihre Gestalt bei keiner der Substi- 
tutionen yc(^)i Td(^)i • • M welche gi(w) ungeändert lassen; also hat sie auch 
die Wurzeln Ayc(tt^)? fiYd{y>)i •••• Mit anderen Worten, ersetzt man in 
(45.) die Unbestimmte ir durch Yc{^\ so folgt 

weil nun die Congruenzen 

yiy,(fr) = ] 
bestehen, so folgt weiter 

^(j^fiYc(^)+^9i(j^)) = (mod. y(tr)), 
d. h. die Congruenz (46.) hat die Wurzel a: = /iyXfr); ebenso sind offenbar 
alle mod. y(w) verschiedenen Werthe der Reihe 

A(»^), fiYci^)^ fiYäW, • . • fiYpC^)^ 

d. h. alle Wurzeln der Congruenz F'(x, fl'i(fr)) ^ (mod. y(ir)) auch 

Wurzeln der Congruenz (46.). Hieraus folgt ebenso, wie in Art. 11 aus der 

Congruenz 

(p{x, gi(w)) ^ (mod. y(w)) 

die weitere Congruenz 

(p{x, y):£:0 (modd.G(y), F\x, y)) 

abgeleitet wurde, das Resultat 

^(ux+vy) ~ (modd. G(y), F'(x, y)) 

oder, was nach Art. 11 dasselbe bedeutet, 

^(ux+f)y)z=zO (modd. F(x), G'(y, x)). 

Da nun nach Art 11 jede S und i? enthaltende Gleichung, wenn man § 
durch x und tj durch y ersetzt, in eine richtige Congruenz nach einem der 
beiden äquivalenten Modulsysteme 

(G(y), rOr, y)) C\J (F(x), G'(y, x)) 

übergeht, und da jetzt gezeigt ist, dass eine Congruenz nach einem dieser 
Modulsysteme durch eine Congruenz nach dem einfachen Modul H(i) ersetzt 
werden kann und umgekehrt, so folgt, dass jede die Irrationalitäten S und 
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Tj enthaltende richtige Gleichung, wenn man S und t] durch passende ganze 
Functionen von z ersetzt, in eine richtige Congruenz mod. H(z) übergeht 
Versteht man also unter ^ eine ganze Function, deren Coefficienten dem 
Bereich (ß) angehören, so sind die vier Relationen 

*($, ri) = 0, 

*(x, j,) = (modd. FCx), GXy, x)), 

^(x, y)^0 (modd. F\x, y\ G(y)), 

^C^iC«), G,(z)) = Q (mod.ff(»)) 

völlig gleichbedeutend, sodass aus einer von ihnen stets die drei übrigen 
folgen. Damit ist definitiv arithmetisch formulirt und bewiesen, 

dass der durch Adjunction zweier Irrationalitäten ^ und 17 definirte 
Rationalitätsbereich mit dem durch Adjunction der linearen Ver- 
bindung u^+vri definirten identisch ist. 
Hieraus folgt offenbar sofort, dass die Adjunction beliebig vieler 
Irrationalitäten durch die Adjunction einer einzigen ersetzt werden kann. 
Die directe Betrachtung des allgemeinen Falles liefert ähnliche, aber allge- 
meinere Aequivalenzen von Modulsystemen, wie die Entwickelungen des 
Art. 11; diese leichte Verallgemeinerung soll aber hier nicht weiter ausge- 
führt werden. 

September 1886. 

(Fortsetzung folgt.) 
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Beitrag zur Theorie gewisser complexer Zahlen. 

(Von Herrn K. SchtoeHng in Coesfeld.) 



In einem Aufsatze betitelt: „Zur Theorie der Abekchen Gleichungen" 
theilt Herr Kronecker (dieses Journal Bd. 93, S. 346 ff.) eine Reihe von 
Formeln mit, welche von Jacobi herrühren. 

Dieselben sind als Vorbereitung zu einer Darstellung von (a, xy durch 
ein Product conjugirter tp(a) aufzufassen. Diese Darstellung unterzieht 
Herr Kronecker einer eingehenden Untersuchung, und seine Methode setzt 
ihn in den Stand, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen auf- 
zuzeigen, von deren Erfüllung die /aco6Jsche Aufgabe abhängt Durch die 
Bemerkungen Kronecker^ hat folglich die von Jacobi gestellte Frage eine 
allseitig genügende Antwort erhalten. 

Nun hat Herr Kummer (dieses Journal Bd. 35) die Functionen (a, xY 
und tp(a) in ihre realen oder idealen Primfactoren zerlegt. Hiermit ist die 
Frage nahe gelegt, ob nicht von dieser Factorenzerlegung aus ein Zugang 
zu der Aufgabe Jacobi& und ihrer durch Kronecker gegebenen Lösung zu 
finden sei. Diesen Weg habe ich eingeschlagen und bin in der That an 
das gewünschte Ziel gelangt. Ich werde jedoch die betreffenden Unter- 
suchungen nicht ausführlich mittheilen, sondern mich darauf beschränken, 
den interessanten Satz, der diese Beziehung enthält, aufzustellen und rein 
arithmetisch zu beweisen. Dagegen werde ich einige Betrachtungen über 
die Factorenzerlegung der yj genauer darzulegen mir erlauben. Dieselben 
scheinen mir nämlich geeignet, die Factorenzerlegung der tp einfacher als 
bisher darzustellen. Ich werde diesen Vortheil an einigen Beispielen, welche 
die Darstellung der Quotienten der Primfactoren betreffen, zu zeigen ver- 
suchen. Bekanntlich hat auch Kummer, und zwar am Schluss seiner bereits 
erwähnten Abhandlung im 35. Bande dieses Journals sich mit diesen Quotienten 
eingehend beschäftigt. 
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§ 1. 

Sei 

(1.) tpr,^(a) = ^„^a''»°*»"*+^*°*("*+^\ 

Im übrigen verweise ich bezüglich der Bezeichnungen auf meinen 
kleinen Aufsatz (dieses Journal, Bd. 93, S. 334), wo dieselben erklärt sind. 

Ersetzen wir in dieser Gleichung a durch g "^ , so wird 

y^y^y ^ )^0 (mod.p), 
wenn 

(«v)+(ii.u)</ 

ist. Die Einklammerung bedeutet, dass die kleinsten positiven Reste mod. l 
genommen werden sollen. Gehört nun der Primtheiler n(a) zu der Oon- 



gruenzwurzel g ^ , sodass 



p-i 



(2.) n(g ' ) = (mod.p), 
ist ferner 

yvA9^' M = (mod.p), 

so hat ipy^f,(ct) denjenigen Primfactor ^ («*"), welcher so beschaffen ist, dass 

p-i 

nm,- 



n{g * ^ )£=0 (mod.j[i). 

Dies kann nur der Fall sein, wenn 

(3.) mn^l (mod. i). 

Hiemach erhalten wir folgende einfache Regel, um die Primtheiler von tpy^^ («) 
ihrer Form nach zu ermitteln: 

Man bilde drei Zeilen von Zahlen. Die erste enthält die Zahlen 

Die zweite enthält die Zahlen 

vx = l.v, 2.V, 3.V, . . . (i— l).r, 

bezüglich die kleinsten positiven Reste mod. l. 

Die dritte enthält die analogen Zahlen ux. Man addire nun die 
entsprechenden Zahlen der zweiten und dritten Reihe und verwerfe die- 
jenigen, welche > l sind. Jetzt schreibe man die Zahlen der ersten Reihe 
auf, welche den übrigbleibenden entsprechen und bestimme zu jeder Zahl, 
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die wir j^ nennen wollen, die entsprechende t, so dass 

y» E= 1 (mod. ly 
Dann ist n(a') ein Primtheiler von Vy,^(o). 

Zahlenbeispiel. il=ll, ipi^(c'). 

X = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 

XV = 2, 4, 6, 8, 10, 1, 3, 5, 7, 9. 

xfi = 3, 6, 9, 1, 4, 7, 10, 2, 5. 8. 



5, 10, 9, 8, 7. 

y = 1, 2, 4, 6, 8. 

Ä = 1, 6, 3, 2, 7. 

Dann ist wenn E(a) eine complexe Einheit, 

1^2,3 («) = E(a).n(a).n(a^').7i(a^).7i(a'^).7i(cP). 
Und ebenso ist allgemein: 

(4.) v;,./«) = E{a).nn(a:). 
Dies sind, in veränderter Darstellung, die Resultate, zu denen Kummer 
S. 362 seines Aufsatzes gelangt. 

Die Einheit E(a) kann nun noch näher bestimmt werden. Das 

Product (4) enthält — ^- Factoren. Bildet man die conjugirte «^».^(a""^), 

so muss, weil 

V^..^ («) . VV,Ai («~0 = p = /77i («0 . 7771 («-^ 
ist, 

E{a).E(a-') = l 

sein. Daher kann E(a) nur die Form ±a'" haben, wie Kummer in seiner 
berühmten Gelegenheitsschrift zur Säcularfeier der Königsberger Universität 
gezeigt hat. Vgl. auch Kronecker^ Doctordissertation , wieder abgedruckt 
in diesem Journal Bd. 93, S. 23. In der Bestimmung dieser Einheit ist 
später Kummer noch einen Schritt weiter gegangen. Er ertheilt dem Prim- 
factor n(a) die Form, dass 

7i(a) ^ 7i(l) (mod. (1—«)^). 

Dann zeigt sich (dieses Journal, Bd. 44, S. 103), dass E(a) sich in ±1 ver- 
wandelt. Erinnert man sich nun meines von mir oben erwähnten kleinen 
Aufsatzes, so ist darin gezeigt worden, dass man immer die Congruenz hat: 

V/,,^(a) = - 1 (mod. (1-«)'). 

Demnach ist auch: 

/.— 1 



-1^ ±{n(l)) ' (mod. (l-«)0. 
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Folglich kann man über das Vorzeichen ± in nachstehender Weise be- 
stimmt entscheiden: 

Ist 71 (1) quadratischer Rest mod. l, so ist 



(77(1)) ^ -1 (mod.A), 
folglich 

(5.) i//,.,(«) = -/77i(«0. 

Ist dagegen 77(1) quadratischer Nicktrest mod. A^ so ist 

(6.) i/;,,,(«) = +/77F(aO. 

Wir haben hier stillschweigend angenommen, dass 7i(a) eine wirk- 
liche complexe Zahl ist. Bezüglich der idealen 7i(a) verweisen wir auf 
die Arbeit Kummers. Die Aenderung besteht lediglich darin, dass man 
auf beiden Seiten der Gleichungen (5.) und (6.) die Potenz nimmt, welche 
Kummer mit H bezeichnet. Es scheint nicht zweckmässig, durch Multipli- 
cation mit Einheiten 7i(a) noch eine andere Form zu geben, sodass etwa 
die Zweideutigkeit des Vorzeichens ganz wegfiele. Für die uns beschäf- 
tigenden Untersuchungen dürfen wir sogar dem Vorgange Kümmerte uns 
anschliessen und zum Zweck einfacherer Schreibung das Doppel Vorzeichen 
unterdrücken. 



§2. 

In den meisten Fragen der höheren Zahlentheorie kommt es weniger 
auf die Werthe der Primfactoren als auf ihre Beziehungen zu einander an. 
Als Beleg für diese Behauptung erlaube ich mir die Thatsache selbst der 
Einführung idealer Zahlen zu nennen. Es wird daher von nicht geringem 
Vortheil sein, wenn es gelingt, auch in der Schreibweise von allem Ueber- 
flüssigen Umgang zu nehmen. Nun ist jedes n(a*) durch die zugehörige 
Zahl y hinreichend bestimmt. Mithin schreiben wir 

(7.) 7,(«0 = (y). 

Hierdurch wird es uns sofort möglich, für einfachere r, fi sogar die Fac- 
torenzerlegung der Functionen y^y^ui^) wirklich niederzuschreiben. 
So ist 

(8.) ^,,(a) = (1).(2).(3)...(-^), 

8* 
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(9.) 



V..a(«) = (1).(2).(3)...(£4) 



2X 



x(^)...(E^), 



V..3(«) = (i).(2).(3)...(£;A) 



(10.) 



4 
2 



x(£i±i)...(£|) 



£ -7- bedeutet in bekannter Weise die grösste ganze Zahl, welche nicht grösser 

als -j- ist 
4 

So ist für i = 23 

V.^(«) = (1).(2).(3).(4).(5).(6).(7).(12).(13).(14).(15), 
V/,,(«) = (1).(2).(3).(4).(5).(8).(9).(10).(11).(16).(17). 

Um Mißsverständnissen vorzubeugen, bemerke ich, dass, wenn a durch a*" 
ersetzt wird, rechts die Zahlen (&) sich in (m'k) verwandeln, wo mm'^l 
(mod. i). Ist daher y eine primitive Wurzel (mod. l) und 

so wird: 

So ist z. B. für i = 23, s. 0. 

V^mCO = (7).(14).(21).(5).(12).(19).(3).(lo).(22).(6).(13), 

weil 7.10=1 (mod. 23). 

Die von Kummer durchgeführte Zerlegung der Function (a, xY sieht 
daher in unserer Schreibweise so aus: 

(11.) (a, xf = pn^(my'^-^' (m=i,2,..., i-2). 

Der Quotient zweier willkürlicher v Functionen hat immer die Form: 

(12.) -^HSt = ^^*Ä- 

Denn zunächst fallen die Factoren, welche ^^,^(«'0 und V'^,ö(«*) gemeinsam 
haben, fort. Hat nun der Zähler den Factor (w), der Nenner aber nicht, 
so hat letzterer den Factor (A— m). 
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Wir wollen künftig statt i/^i,ä(«) einfach tph(a) schreiben und erhalten: 

Die Zahlen m^ sind Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, . . ., A— 1 und zwar im 
ganzen — ^ — verschiedene. Femer wird: 



2 



/ \2 1—2/ \ rr C^h) ^^^.(^ — ^a)"** 



Daher 

(13.) («, xy = p.^f,i-Xa).^-^^^• 

mj, durchläuft die in den Factoren von V'A(a) auftretenden verschiedenen 
"7 Zahlwerthe. Die Lösung der Jaco6Jschen Aufgabe auf dem von uns 

Ä— 1 

gewählten Wege gelingt nun durch Bestimmung der — ^^— Unbekannten 

(m) 



(A-m) 



Den Ansatz der hierzu ftlhrenden — ö— Gleichungen finden wir wie folgt. 

Wir bilden den Quotienten zweier xpj, verschiedenen Arguments aber der- 
selben Charakteristik A. Wie einfach diese Bestimmung in der Praxis bei 
nicht zu grossem l ausföllt, möge für i = 17 und A = 2 gezeigt werden, 

WO, wie immer, xpn für v^,* ^»d xp^ für \ijy^(a)= . ,^ / ^ gesetzt ist. 

Ich greife dies Beispiel heraus, weil in der Mittheilung von Herrn Kronecker 
(S. 347 der oben citirten Abhandlung) (a^ x)" durch x^f^ und nicht durch xp^ 
ausgedrückt ist. Man findet: 

V;.(a) = (1).(2).( 3).(4).( 5).( 9).(10).(11), 

V.(«') = (9).(1).(10).(2).(11).(13).( 5).(14). 

Bezeichnen wir kurz 



80 wird 



(m) _ 

— V'aC ") 3. _ VaC«*) 

X\»iJCx — • a\ 1 ""— / > 4\ U. Dl W^. 



Die Elimination liefert 



xx = --ä-V2(«*).V2(a*)-V2(a')-V2(«')-V2(«")-V'2(«"0- 



Nach (13.) hat man: 

(a, xy = p.y>l\a) 



X^.X^.X^,X^ 
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uüd nach EinsetzuDg der Werthe der j?„/. 

Für i. = 23 hat Jacobi wieder die Darstellang durch yj^ gewählt. Hier ge- 
lingt es schon nicht mehr, x^ = y^ rational durch die \p auszudrucken, 
wohl aber x\. Man hat nämlich: 

^ = ■p--«^2(«).V'2(a').V^2(O-V^2(O-^2(«*')-V^2(«'0-V'2M 

.V'^(O-V^2(«^0-V^2(«'0- 

Setzt man in (a, xj^ ein, so geht die dritte Wurzel rational heraus und 
man findet: 

wo 

b = 15, 19, 5, 21, 3, 14, 12, 17, 13, 16, 1. 

a = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 9, 10, 11, 15. 

Ich habe nach dieser Methode die sämmtlichen von Herrn Kronecker ange- 
fahrten Beispiele behandelt und erlaube mir hier einen Druckfehler in der 
Darstellung von (a, x)^ anzumerken, den übrigens die Jaco6ische Regel 
sofort aufdeckt. Der Exponent von V^sC«") muss 11 und nicht 10 sein. 



§3. 

Wir gehen jetzt an die allgemeine Lösung der Aufgabe. Wir be- 
trachten zunächst die Primfactoren von V2(«) genauer. 

1. Sei ii=12&+l. Dann ist unter Weglassung des Index 

xp(a) = (l).(2).(3)...(4&)x(6&+l).(6& + 2)...(8&), 

tp(a') =^ (2).(4).(6)...(8&)X (1). (3)...(4&-l). 
Demnach wird 

nA^ V^W ^ (6/^4-1) (6^4 3) (8/r^) 

(,!*.; ^H - (6;^) • (6^_2) "* (4Ä+2) ' 

ip(a '' ) 

Die Anzahl der Factoren rechterseits ist ^y2 ' 
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2. A = 12*+5. 
Wir erhalten: 

tf,(a) = (l).(2).(3)...(4&+l)x(6A+3).(6&+4)...(8ft+3), 



V(« ' ) = (2).(4).(6)...(8*+2)x (1). (3).. .(4*4-1), 
n-^ _fLW _ (6*t3) (öH^l (8fc+3) 

kio-; ^+i - (6fe4-2y (6*) ■■■(4Ä+2)' 

»/;(« » ) 

Die Anzahl der Factoren ist 1+E j^- 

3. X = l2*+7. 
y,(a) = (l).(2).(3)...(4Ä+2)x(6Ä+4).(6Ä+5)...(8Af+4), 

^(a~^") = (2).(4).(6)...(8Ä+4)X (1). (3)...(4Ä+1), 

V'(a) (6t +5) (6*4-7) (8*4-3) 



(16.) 



— • • • 



ip(a ^ ) 

Anzahl der Factoren E-j^- 

4. ;l=12&+11. 

ip^a) = (l).(2).(3)...(4&+3)x(6ft+6).(6&+7)...(8Ä+7), 

i;;(« -^ ) = (2).(4).(6)...(8&+6)x (1). (3)...(4A+3), 

n?^ ^(«) _ (Gfc -h7 ) (6^+9) (8^+7) 

^^'•^ ^ ^^r^ ~" (6^ + 4) • C6M-2) '" (4Ä+4) ' 

tp(a ^ ) 

Anzahl der Factoren 1+E y • 

Ist die Anzahl der Factoren gleich Eins, so ist die Aufgabe, den 

Quotienten zweier Primfactoren .^_^v durch die V' auszudrücken, sofort 

gelöst. Dies ist der Fall für i = 5, 7, 11, 13, 19. Die beiden ferneren 
Fälle X = 17 und i = 23 haben vorhin ihre Lösung gefunden. Der nächste 
würde A = 29 sein. Wir übergehen denselben vorläufig, weil er zu ein- 
fach ist, und wenden uns zu dem Falle i = 37. 

Die Behandlung desselben wird nämlich unsere Methode in ein so 
helles Licht setzen, dass wir die allgemeine Lösung aus dem beobachteten 
Verfahren ohne Mühe erschliessen können. Doch wollen wir das erhaltene 
Resultat, welches die allgemeine Lösung darbietet, auf einem andern Wege 

bestätigen 

;i = 37, 7 = 2. 



II 
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Es ist 

V(a) = (1).(2).(3).(4).(5).(6).(7).(8).(9).(10) 

.(11).(12).(19).(20).(21).(22).(23).(24), 

V>(«) _ (19) (21) (23) _ (y»*) (y") (y-') 
Vr(«'») - (18) • (16) • (14) - (-y") ' (-y") ' (-y") ' 

Wir nehmen an, die Aufgabe sei gelöst nnd die Lösung in die Form gebracht: 

Dabei bedeutet t eine gewisse noch zu ermittelude Zahl. Oi,, aj, ... a^ 
oder allgemein Od, öj, ... Gx^^ sind die ^ Unbekannten der neu auf- 

zustellenden Gleichungen. Dann wird: 
2<log(^= *l.g^+ «.'«8^+-- 



, U'(a''") , V(«) 



— 1\ 9 



2<log ^'"> = a..log ^^"'•"^ +-+a.log ^'^"'"'^ -a,log-^ 

^»10g^_^„j ">» '"6 y („->"•) ^ ^ "^ *"S ^(„-r>') "♦*"&,p(a-i) 

2'log^ = _.,log^-...-a.,log^+«.aog^+... 

Die Addition muss ergeben 
2nogv/(«)~2MogV'(0 = '•»^g[v^(«)-;^;(^ 

= nog ^^"^ ^^«''"^ 



Daraus ergeben sich die nachstehenden Gleichungen: 

— ai7— a4+ai5 = /, «s — »n— «e = 0, 

öü —05 +Ö16 = 0, Og —au— 07 = 0, 

öl -Ob +Ö17 = 0, 010 — 015 — 08 = 0, 

Oj — 07 — «tJ = 0, »11— Ö16— Oo = 0, 

Ö3 —«8 —öl = 0, «12 — 017 — 010 == 0, 

04-09-0.2 = 0, »13 + 00- »11 = 0, 

Ö5 — Ö1O-Ö3 = 0, Ö14 + Ö1 — »12 = 0, 

06—011 — 04 = 0, Ö15+Ö2— «13 = 0, 

O7 — O12 — O5 = 0, »16+ Ö3 — Ö14 = /. 
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Dass gerade die letzte Gleichung die rechte Seite t erhält, ist Zufall. All- 
gemein aber bleibt richtig, dass nur zwei Gleichungen die rechte Seite 
«, alle übrigen Null haben. Ferner geht allgemein jede folgende Gleichung 
aus der vorhergehenden durch Erhöhung des Index um eine Einheit her- 
vor, und Gis oder allgemein a a_i ist — a,,. Unser System ist also dem von 

2 

Kronecker (dieses Journal Bd. 93, S. 350) behandelten genau analog, und 

auch hier wäre a^ mit a^+^^i genau identisch, da a^^y = — »r ist \v = — ^ — ). 

Zur Auflösung des Systems bedienen wir uns derselben Methode 
wie Kronecker a. a. 0. Wir setzen 

/9^« = -1 

und multipliciren die obigen Gleichungen der Reihe nach mit 1, /9, /?*, ... /9^^ 
und addiren darauf. Dann wird: 

oder 

(18.) (l^ß^^-[PXa,,+a,ß-\-a,ß'-^-'+a,,ß'') = Kl^ß^ß"'. 

Wir haben also nun die Norm der complexen Zahl l-}-/?"— /"^ 

N(l+ß''^(P) 

zu bilden und mit demjenigen Factor beiderseits zu multipliciren, welcher 
l+/3^^— /?^ zu einer reellen ganzen Zahl macht. Verstehen wir unter ß 
eine primitive Wurzel der Gleichung ß^^ = — 1, so sind 

ß, /?s ß\ ß^\ ß^\ ß^' 

und 

-/?, -/3^, ^ß\ -/3», ~/9>^ ^ß^' 

Wurzeln der irreductiblen Gleichung zwölften Grades 

(19.) ß''^ß^+\ = 0. 

Bilden wir die entsprechenden zwölf conjugirten Zahlen zu l+ß^^—ß^ und 
ermitteln deren Product, so ergiebt sich 37. Denken wir uns nun in der 
Gleichung (18.) alle höheren Potenzen von der zwölften aufwärts durch 
die Gleichung (19.) weggeschafft, so ist die Coefficientenvergleichung ge- 
stattet und die achtzehn Unbekannten reduciren sich auf sechs. Um diese 
zu bestimmen, beachten wir, dass die Gleichung /i^® = — 1 sich darstellen 
lässt ^urch: 
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(20.) (/r+l)(jS*-ß'+l)Q^'-ß'+l) = 

und daas die Gleichung (18.) für jede Wurzel ß gilt Nehmen wir nun 
diejenigen Wurzeln, welche der Gleichung /3® = — 1, folglich auch 

(21.) ß*-ß^+l = 

I genügen, so verwandelt sich 1+ß^^—ß^ in 1+/S— /3*. Die ohige Rechnung 

zeigte uns, dass t den Factor 37 hat; wir setzen also t = Z7t', und aus 
(18.) wird: 

(l+ß-ß')(a^+a,ß-\-a,ß'-\-a3ß'+a,ß*+a,ß'-ae-a^ß-(Hß'-<hß'-a,,>ß* 
-a„/3*+«„+a.3/?+o„^+a,5/9Ha,6/?*+a,7/?*) = S7t'(l-ß)ß*. 

Entfernt man mit Hülfe von (21.) alle Potenzen von der vierten aufwärts, 
so erhält man vier weitere Gleichungen. Es bleiben zwei Unbekannte. Da 

(l+/?-/?0(l+/5*-/?"0 = 2/3^, 
so braucht man vorher nur mit 1+/3*— /?*" zu multipliciren und erhält für 
t' den Divisor 2, also t' = 2t". 

Endlich bleibt die Gleichung: 

(22.) /3^+l = 
zu untersuchen. Hier findet inan ß = i und 

(2+i)i?OA.«* = 2.37.r(l-0. 



Dies sind zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten. Die Aufgabe ist gelöst 
Es ist /" = 5. 

Die Rechnung selbst ist einfacher als sie nach dieser Darstellung 
zu sein scheint. 

Das Resultat ist: 

2.2.5.37.1og^=|«..log-^, 

a„ = -39, a,= 53, «6 = -91, a9=-123, ai2 = -89, «15= 83, 

»1= 67, a4=-129, (h= 33, 0,,,= 69, 0,3= 77, 0,6= 161, 

aj = - 6, 05= 122, 08 = -14, a„ = 38, au = -156, a„=-158. 

Die Lösung der allgemeinen Aufgabe können wir aus dem Vor- 
stehenden erschliessen. Sie lautet: 
Sei 

(23.) 2<i«gJ!L = S'»..i.g^ i-^y 
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Femer sei 

(24,) V^W ^ (r-0 .JrT!) (ÖL 

m ist zwar willkürlich, aber für die Function V^2(«) nehmen wir m = — 2~"^ 
weil dann r möglichst klein ist, nämlich 

Dann wird 

(25.) (!-/?'")< = (/^'•• + /3'^+-+/3''0'il«../5*. 
Dabei ist 

(26.) /?" = -1. 
Wir zerlegen die im Allgemeinen nicht irreductible Gleichung (26.) 
in ihre irreductiblen Factoren 

9>(/^.9>i(/^).y2(/?)...y,(/3) = 0. 

Dann zerftillt die Lösung von (25.) in *+ 1 Theile. Für jeden Factor 
ipf^(ß) = ist die Norm 

iV(/?''+^^+...+/i"0 
auszurechnen, und das Product dieser Normen ist die Zahl t. 

Nur dann tritt hierin eine Modification ein, wenn schon ein Theil 
der complexen Multiplicatoren sich bei Bildung der Norm als ganze Zahl 
multiplicirt mit einer complexen Einheit darstellt, wie dies bei unserem 
Beispiele einmal eintrat. 

Die Lösung der Jaco6tschen Aufgabe ist durch diese Ausführungen 
im Hinblick auf Gleichung (13.) sofort gegeben. Wir überlassen es dem 
Leser, ihren Ausdruck niederzuschreiben. Allein eine Bemerkung wollen 
wir, wie wir schon in der Einleitung ankündigten, nicht unterdrücken. Die 
Gleichung (13.) zeigt, dass bei der Darstellung von (ct^xY die Potenzen 

der tp aus den .^j^v ganzzahlig hervorgehen, dass also bei der Darstellung 

von (a, x)^ durch die \p die Exponenten der \p keine andern Nenner besitzen 
können als die Zahl t oder Divisoren von t. Nun hat Kronecker in der 
öfter citirten Abhandlung gezeigt, dass diese Nenner der Exponenten der con- 
jugirten ip für die Function xp^ folgende Form haben: 
Sei 

h=f (mod. A), l+h = y (mod. l). 

9* 
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Dann wird dieser Nenner durch Ausrechnung der Norm 

näher bestimmt. 

Folglich muss zwischen den Zahlen l—ß'+ß"* und ß^'+ß^A hß^ 

eine Beziehung existiren. Diese Beziehung werden wir im nächsten Para- 
graphen als arithmetischen Satz aufstellen und beweisen. 

Vorher wollen wir unser obiges Verfahren bestätigen. 

Aus 

V^(or"*) (-y~"0 C-r'^) 

folgt: 

Daher, wenn man logarithmirt und mit 1, ß, ... ß^"^ multiplicirt, 

(27.) (l-/?-"OiVlogv/(«'^ = (ß-^'+ß^'^+-+ß''^).£' ß'.log-^ßy- 

Der Factor 2 in Gleichung (23.) rtthrt von der EinfUhning der Quotienten 
der tp her. 

Wenn ß*'+ß^'\ f-/?"'^ für eins der nicht primitiven/? verschwindet, 

so ist unser Verfahren nicht anwendbar. Dieser Fall muss z. B. eintreten, 
wenn tu einen Divisor mit l—l gemeinsam hat. Man braucht dann nur von 
dem Quotienten zweier anderer y/ auszugehen, um die Schwierigkeit zu be- 
seitigen. Meist wird man alsdann geradezu von ^ ,^v ausgehen. Dabei wird 

die Zahl, deren Norm zu nehmen ist, allerdings ^ Summanden enthal- 
ten, also für die numerische Rechnung Schwierigkeiten darbieten. Für A = 31 
z. B. haben wir, wenn y = 17, 

V^C«) _ (17) (19) _ (y) er) 
xp(a^^ " (14) • (12) ~ (-y) *(--y")* 

Daher ist 

m = 18, Wi = 29, W2 = 8- 

Die Norm, welche zu bilden ist, wird 

iV(/3«+/?^ = iV(l+/3'^); ^^^ = -1. 

Hier verschwindet 1+ß^^ flir ß^ = —1. Die erste Coefficientenvergleichung 
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iUhrt zn dem Resaltate: 

Cr*) _ 



(^ = m(,7„).V(o).V(0-V(0, 



WO 

Setzt man zur Bestimmung von f»(i?„) in -~f^Ji\ ^i»? so erhält man nach 
leichten Rechnungen: 

27/ N _ 1 tp(tt).y(tt0.v;(gO...V;(gO 

Für i = 29, y = 2 hat man zu bilden N(l+ß^'-ß)y welche sich 
als 2 herausstellt, da man wie in einem früheren Falle, von Potenzen von 
2 absehen kann. Man findet so f = 2. 

Für ;i = 41, y = 6 wird 

m = 14, Hl = 26, «2 = 4, «3 = 36, «4 = 35. 
Die Gleichung (25.) lautet 

wo 

/?^^= -1. 

Zunächst nehmen wir /?* = — 1, so wird 

Da nun 

6 = (-.2+/9^+^0(-3+/?-/3^-/3^), 
80 wird: 

Dies sind vier Relationen unter den «*• Wenden wir uns nun dem zweiten 
Factor der Zerlegung 

(l+/3*)(l-/?^+^-/9^^+/9^«) = 

zu, so ergiebt sich als Norm die Zahl 11, mithin 

/ = 2.3.11. 
Für ;i = 43, y = 3 wird 

m = 15, Hl = 26, fi2 = 34, «3 = 39. 

Die Gleichung /?^^ = — 1 zerlegt sich in vier Factoren bez. zwölften, sechsten, 
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zweiten und ersten Grades und die bezüglichen Normen werden 211, 29, 

7, 1. Daher 

/ = 7.29.211. 

Für A = 47 wird m = 16, n^ = 12, fh = 38, «3 = 3, n, = 41 und, da 

ß^'+ß^+ß^+ß^'^ßXi^/fXi+ß^+ir) ftir ß^'^-i, 

so wird 

zu betrachten sein. Hier findet man den Werth 6533 = 47.139. Die be- 
treffende Coefficientenvergleichung liefert 22 Gleichungen fllr die 23 Unbe- 
kannten «0? • • • Ö22. Die letzte /9 = — 1 führt zu einem illusorischen Re- 
sultate, da links und rechts in (25.) Null erhalten wird. Setzen wir in 

} .. ein, so kommt ein Factor 5 hinzu. Daher 

/ = 5.47.139. 



§4. 
Zwei arithmetische Sätze. Sei v = — ^ — ungerade. Wir betrachten 



die Snmme 



r 



s = ^./'^''"r 



WO «A diö Zahlwerthe durchläuft;, welche den in ip(a) auftretenden Factoren 
entsprechen. Dann sind alle Glieder der Summe, bez. ihre kleinsten posi- 
tiven Reste mod. A verschieden. Denn sonst müsste (l + y)«^ ^ (1+^)»* 
mod. (i— 1) sein. Dies ist unmöglich. Denn w^ und % sind entweder beide 
< V, oder > v oder fiA>i^>Wit. In den beiden ersten Fällen ist w^— ii4<;y, 
also nicht theilbar durch v; im letzteren sei n^ =v+nh'; dann wäre n^^^n^, 

also y***^— y"*. Nun kann aber in keiner V'-Function neben dem Factor 
(m) der Factor (i—«i) auftreten, weil dies der Gleichung 

V^(«)-V^(«"') = P 
widersprechen würde, s enthält also die Summe aller quadratischen Reste, 

welche bekanntlich durch l theilbar ist. Setzen wir nun m^ ^ ;^"* (mod. k), 
so wird 

(28.) 8 = :S(^iy\m, = (mod. ;t). 

D. h. Greift man in V^(a) = n(mj) diejenigen m^, welche qua- 
dratische Reste, und diejenigen, welche quadratische Nichtreste mod. k sind, 
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heraus, so ist die Summe der ersteren vermindert um die Summe der letzteren 
stets durch X theilbar, falls —^ — ungerade. 

Wir bestimmen jetzt nach Herrn Kronecker die Zahlen / und m, welche 
nach seinen oben citirten Untersuchungen die Function rp^ ,^ bestimmen. 
Es ist /=l+y"* mod. ;l. 

Sei y"* = A und ^^"^ = 1 und 

wo Uli und »fc durch die Congruenz m^ ^ y"* (mod. l) zusammenhängen und 
iWi alle Werthe von 1 bis 1—2 durchläuft. Dann finden wir in der Summe 
die drei Summanden: 

mj,.^^, Amt-P**, (A+l)mt.r"*. 
Daher enthält das Product P als Coefficienten von ^"***, wenn 

(A+l)»>t = m^b+fj+cA 
oder 

mj,+rx+c.X—l 

gesetzt wird und fi den kleinsten positiven Rest mod. l bedeutet, entweder: 
oder: 

Demnach ist in P der Coefßcient von r^* entweder oder l. 

Das letztere ist nach unserer Regel (S. 57) dann der Fall, wenn 
(m^ nicht als Factor im Producte xp^j, vorkommt. Hiermit ist bewiesen 

Das letztere gilt unter der Voraussetzung, die wi]> machen wollen, dass ^ 
eine primitive Wurzel der Gleichung ^^~* = 1 ist 
Wir haben also den Satz: 

Rechts durchläuft «* die zur Function xp^^f, gehörigen r = ~ Zahlwerthe. 
Nun ist 

= 22m,.V-^l2l;~\ 
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Daher wird endlich 

(29.) 2(l + ?"-?)^m».r'* = A(?--?)-^r"*. 
Die Zahlen m, l charakterisiren die Fancäon v*!,* iit>ch Kronecker, die 
Zahlen m« oder n« nach unseren Bestimmungen. Den Zasammenhang beider 
gieht Gleichung (29.). 



Hat man 










*(») . 


. (>■-«■) 


fr-"') 


(f-'h 


fr-"') 


v('-b 


(-)•-"■) 


(-?-"') 


(-r-"') 


C-r-"^) 



SO exigtirt snch zwischen den n,, ..., n, und n,, ..., »^ eine einfache Be- 
ziehung, die man ans Gleichung (25.) ableiten kann. Wir Übergehen 
dieselbe. 

§5. 
In dem häufig citirten Aufsätze (Bd. 93, S. 359) sagt Herr Kronecker: 
„Das8, wie Jacobt vermuthet zu haben acheint, die von ihm mit (a, x)^ be- 
zeichneten Kreistheilungs-Ansdrtlcke stet» als Producte conjugirter y-Func- 
tionen darstellbar sein sollten, ist nach den oben dafUr gefundenen Be- 
dingungen kaum aozuuehmeu. Denn danach müsste stets eine Zahl m 
existiren, für welche jede der complexen Zahlen 

wo ^ eine Wurzel der Glefchung f^~''+l = bedeutet, entweder eine 
complexe Einheit oder aber ein Product conjugirter algebraischer Prim- 
theiler von X ist Ich habe jedoch noch fUr keinen Werth von l fest- 
stellen können, dass diese Bedingungen nicht erfüllbar sind. Die erste 
Primzahl, welche in dieser Beziehung zur Untersuchung geeignet erscheint, 
ist X = 83." 

Diese Untersuchung flir ^ = 83 hat der Verfasser dieses Aufsatzes 
durchgefiihrt und gefunden , dass fUr 5 = 2 die Norm der complexen Zahl 
1+S— £" gleich 83^ ist. Wie Herr Kronecker mir brieflich mitgetheilt 
hat, ist auch Herr Wolfskehl zu demselben Resultate gelangt. Die nicht 
unerhebliche Rechnung, welche die Bestimmung einer solchen Norm er- 
fordert, veranlasste mich zu der Untersuchung, ob nicht ein einfacheres 
Verfahren gefunden werden könne. Ich erlaube mir, die von mir erzielten 
RcBoltate bei dieser Gelegenheit anzugeben. 
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Sei gegeben die Gleichung: 

(30.) y^^^y-'-' + z'""' = 0. 

Wir setzen y = a?^ , wo X eine Primzahl sein möge. Dann wird das 
Product : 

tu m—1 m wj^l 

(aj^-a;~^+a"'""')(«'"-a'^-a"'"*.a?"^+a"'~*)-" 

m m — 1 



eine ganze ganzzahlige Function von z'""'^ und x, wenn 

«^ = 1. 
Verschwindet ein Factor von P(x,z)^ so ist die Gleichung erfüllt: 



VI m—l 



also wenn 

a^.x^' = y 

gesetzt wird, Gleichung (30). Mithin ist P(a?, z) nichts anderes als die linke 
Seite derjenigen Gleichung, welche die Xten Potenzen der Gleichung (1.) zu 

Wurzeln hat. Setzen wir nun a?^ =«, so mag P(xyZ) in Q(z) übergehen, 
und es wird: 

Q = 77.Ca'"*.a"' — a^"'~^>\a"*-^ + a"'-^) 



1-1 
= z'" ^^'"'-^^ ^'-^^ • /7jt(« - «"* + «"'"*)• 

Daher folgt die Regel: 

Man bilde die Gleichung mten Grades, deren Wurzeln die Xten Potenzen 
der Wurzeln der Gleichung 

sind, ersetze die Unbekannte durch z\ dividire durch a"*^-^+^^ und die Function 
(l—l)ten Grades in z, welche übrig bleibt, ist: 

N(z-a + a"')] a' = 1. 

Die Bildung dieser Gleichung gelingt nun aber durch Reihenent- 
wickelung in manchen Fällen sehr leicht. 
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Zunächst ergiebt sich fflr jedes ganzzahlige l: 

I ( ly.i. (^— l-K'»-l))(^-2-<»»-l))...(^+l-m») ^^f^_,^ 

+ 

X X 

In dieser Reihe findet sich eine Lücke. Denn von v = E — bis v = £ 



m m — 1 

fehlen die betreffenden Glieder, welche alle verschwinden. Die obige Reihe 
ist gültig für si, welche ihrem absoluten Betrage nach in der Nähe von 
Null liegen. 

Die übrigen iw— 1 Wurzeln y liegen alle bei Null, wenn z klein 
ist Daher beginnt die Entwickelung einer jeden solchen Wurzel mit einem 
Term On.z^. Bilden wir nun die symmetrische Function 

so ist dieselbe ganz und ganzzahlig in Zy kann aber nicht vom Grade X, 
sondern muss niedriger sein. Denn z^ ist in Bezug auf die y, da z'""^ ihrem 

Producte gleicht, von der Dimension X. — 3^"^^* ^^® ^^^^ unmöglich in 

einer Function iter Dimension wie F(A, z) vorkommen kann. 

Somit ist der der vorhin erwähnten Lücke vorangehende Theil der 
obigen Reihe genau F(i, z). Wir haben also : 



(31 



•) \ Ä . . . »' 

1+ 



Die Reihe ist bei v = E — abzubrechen. 

m 



Dies gilt für jedes ganzzahlige X. Um nun aus den so erhaltenen 
Potenzsummen die fundamentalen symmetrischen Functionen abzuleiten, 
muss man die Reihe (31.) in umgekehrter Folge, also mit dem höchsten 
Term beginnend, aufschreiben. Denn für die niedrigsten Terme ist einfach 
F(2X, z) = F^(il, z) u. 8. w. Man hat dann wieder auf die Dimension z. B. 
von 2yiyi zu achten und gewinnt so bei der Rechnung manche Vortheile. 
Ich gehe jedoch nicht näher auf die Sache ein. So fand ich flir m = 3 
und i = 41: 
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iV(a-«+«') = a*'+41(7a«-364a"+3978a"-16796a"+35530a" 

-43263s"+32890a"-16380»"+5481a'-1240a^+187a*-18a»+») 

+41(a"+ 91*»"+ 715a»+ 1 1445''+476a*+51a*+ 1). 

Für a = -l wird iV= 101107, für « = 1, iV= 83.1231. 
Nach Kronecker würden fUr A, = 83 hierdarch gewisse tf> näher charak- 
terisirt sein*). 

* 

*) Die hiermit gestellte Aufgabe, die Norm einer trinomischen complexen Zahl an- 
zugeben, habe ich später nach ganz anderen Principien behandelt. Vergl. meinen Auf- 
satz Acta mathemcUica Bd. 10, S. 57 if. „Ueber gewisse irinomische cqmplexe Zahlen'^, 

Coesfeld, im Juni 1885. 
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Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren 
hypergeometrisehen BeUie mit zwei endlichen 

singulären Punkten. 

(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 



Uie Reihe 

welche der GatM«schen hypergeometrischen Reihe analog gehildet ist and der 
linearen Differentialgleichang dritter Ordnung 

genügt, beziehungsweise die entsprechenden Reihen höherer Ordnung 

^ ^ «,«■,■■•«. ^ «,(«,+l)«,(a,+l)...«,(a,+l) _^. 

* i-e.ft •••e«-i i-2.e,((>,+i)e,((>,+i)...(>,-i((>,-i+i) 

sind der Gegenstand von Untersuchungen von Clausen *), sowie der Herren 
Thotnae **) und Goursat ***) gewesen. Die Arbeiten von Clausen beschränken 



*) Dieses Journal, Bd. 3, pag. 89 und pag. 92. 
**) „Ueber die höheren hypergeometrischen Reihen, insbesondere über die Reihe 

a^a^a, a,(a„+l) a,(a, + l)a,(a, +1) ,, « 

^"^ 1.6,6, ^"*' 1.2.6,C6,+1)6,(6,+1) *'^"" ' 
Math. Ann., Bd. 2, 1870, und: „Ueber die Functionen, welche durch Reihen von der Form 

1 j. A Pl Z'l j. ^ P+L P' P'+l P" P"+1 , 
"^ 1 9' g" "^ 1 2 9'" g'+l g" g"+l ■•"■■■ 

dargestellt werden", dieses Journal, Bd. 87, 1879. 

•**) „Memoire sur les fonctions hypergeometriques d'ordre superieur", Ann. de 
l'Ecole Normale, Ser. II, tomeXII, pag. 261 et 395, 1883, und: Sur une classe d'integrales 
doubles«, Acta Math., Bd. V, 1884. 
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sich auf die Behandlung der Frage, in welchem Falle die am Anfang ge- 
nannte Reihe mit dem Quadrat einer Gau^^chen Reihe, resp. mit dem Pro- 
duct zweier Gauss^cheu Reihen identisch ist. Herr Thomae stellt in der 
ersteren der zwei citirten Abhandlungen die lineare Differentialgleichung 
«ter Ordnung auf, welcher die allgemeine Reihe genügt, integrirt diese 
Gleichung durch Reihen und geht für 12 = 3 auf den Zusammenhang der 
einzelnen Zweige der Function bei ihrer Fortsetzung in der x-Ebene, sowie 
auf die Relationen zwischen contiguen Functionen näher ein. Der Diffe- 
rentialgleichung wter Ordnung kann man die Form 



+ --- + a?(0«-2^-fr«-2)-^r+(0n--l^--*n-l)-^+0ny 



= 



geben, woselbst «i, ... a«, ^i,-... 6^_i Constante bedeuten. Inder zweiten 
Abhandlung nimmt Herr Thomae eine Differenzengleichung zum Ausgangs- 
punkt und leitet mittelst derselben eine Recursionsformel von erheblicher 
Allgemeinheit her; hieraus ergiebt sich gleichzeitig ein neuer Beweis flir 
einige Resultate der ersteren Arbeit. 

Von den zwei Abhandlungen des Herrn Goursat enthält die erst- 
genannte einerseits die Herleitung der linearen Differentialgleichung i^ter 
Ordnung, welche die obige allgemeine Reihe zum particulären Integral hat, 
aus den geforderten Eigenschaften der Function y in den Bezirken der 
singulären Werthe 

0? = 0, a: = 1, a? = 00, 

andererseits Sätze über Functionen gleicher Verzweigung, mit deren Hülfe 
auch die von Clansen angeregte Frage behandelt wird. — Es ist bekannt, 
dass die (jat^^^sche hypergeometrische Reihe nach Hinzufügung eines con- 
stanten Factors als ein bestimmtes Integral, in welchem x als Parameter 
vorkommt, geschrieben werden kann. In analoger Weise ist, bis auf einen 
constanten Factor, die erwähnte, der Differentialgleichung dritter Ordnung ge- 
nügende Reihe mit dem Doppelintegral 

pß ««-> (1 - «)e-'-» e"-' (1 -v)'-^-' (1 - xuvY^dudt, 
und die allgemeinere Reihe »ter Ordnung mit dem («— l)-fachen Integral 
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yv'-/'* «?•-'(! -«,)*•-"'->... 



O 



identisch *). In der That entsteht, nach Anwendung des binomischen Satzes 
auf den die Grösse x enthaltenden Factor, aus dem (n—l)- fachen Integral 
eine Reihe, in welcher der Coefficient einer beliebigen Potenz von x in das 
Product von w— 1 £tf/erschen Integralen erster Gattung zerfilllt, woraus jene 
Identität folgt. Um die Eigenschaften der obigen hypergeometrischen Reihen 
höherer Ordnung zu ermitteln, kann man daher auch von den mehrfachen 
bestimmten Integralen ausgehen. In dieser Art wird das Doppelintegral, 
das sich von der Reihe dritter Ordnung nur durch einen constanten Factor 
unterscheidet, in der zweiten der genannten Abhandlungen des Herrn Goursat 
behandelt. Dieselbe enthält ausserdem eine Reihe von interessanten Sätzen, 
welche andere, durch bestimmte Integrale oder Doppelintegrale darstellbare 
Functionen betreffen. Herr Goursat beweist mittelst des CaticAjf sehen Funda- 
mentalsatzes Über Integrale längs geschlossener Curven, dass andere parti- 
culäre Lösungen der Differentialgleichung dritter Ordnung aus jenem einen 
Doppelintegral erhalten werden, wenn man, während die zu integrirende 

Function dieselbe bleibt, für die Grenzen andere Werthe Tes kommen daselbst 

0, 1, 30, — , — , — als solche vor) einsetzt. Der entsprechende Satz über 

die Differentialgleichung zweiter Ordnung drückt bekanntlich eine wichtige 
Eigenschaft der Gauss^chen Reihe aus. 

Die Untersuchungen, welche in nachstehender Arbeit angestellt werden, 
beziehen sich auf die Lösung der erwähnten linearen Differentialgleichung 
«ter Ordnung durch (n—l)- fache bestimmte Integrale. Im Einklang mit 
dem Resultat, welches Herr Goursat fftr die dritte Ordnung erhielt, ergiebt 
sich, dass alle particulären Lösungen der Differentialgleichung uter Ordnung 
sich durch bestimmte Integrale darstellen lassen, bei denen die zu integrirende 
Function stets dieselbe ist, während die Grenzen verschiedene Werthe an- 
nehmen. Indessen weicht sowohl die Foim der bestimmten Integrale von 
der obenerwähnten, in der Gotir^a/schen Abhandlung benutzten ab, als auch 
ist die Untersuchungsmethode eine wesentlich verschiedene. Daher wird 



*) Tkomae, Math. Ann., I.e., pag. 429, und Goursat^ Ann. de l'Ecole Norm., I.e., 
pa?.281. 
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die Differentialgleichung dritter Ordnung hier ebenfalls von Neuem behandelt. 
Die im Folgenden abgeleitete Form der bestimmten Integrale führt zu einer 
übersichtlichen Anordnung und Classification der verschiedenen particulären 
Lösungen der Differentialgleichung und gestattet die Ausdehnung der Theorie 
auf eine beliebige Ordnung in verhältnissmässig einfacher Weise. — Die 
Eigenschaft jener bestimmten Integrale, Lösungen der betreffenden Diffe- 
rentialgleichung zu sein, wird hier nach einer Methode bewiesen, welche 
nicht die vorherige Entwickelung der Integrale in Reihen bedingt. Es wird 
gezeigt, dass die Differentialgleichungen der genannten Art durch particu- 
läre Integrale von der Form 

9 

befriedigt werden, woselbst % eine Function von / allein, h entweder con- 
stant oder gleich x, und g^ a constant sind. Hat die betrachtete Diffe- 
rentialgleichung die Ordnung «, so genügt die Function % einer linearen 
Differentialgleichung («— l)ter Ordnung, in welcher / die unabhängige 
Variable ist Nach Anwendung einer einfachen Substitution wiederholt sich 
dieser Schluss für die Differentialgleichung («— l)ter Ordnung, respective 
für die entsprechenden Gleichungen niedrigerer Ordnung. So gelangt man 
zuletzt zur hypergeometrischen Differentialgleichung zweiter Ordnung, der 
die einfachen bestimmten Integrale genügen, und erhält folglich («— l)-fache 
bestimmte Integrale als Lösungen der Differentialgleichung n ter Ordnung. — 
Dieselbe Methode ist auch auf gewisse andere Gruppen linearer Differential- 
gleichungen höherer Ordnung anwendbar, worauf zurückzukommen der Ver- 
fasser sich vorbehält. 

Nachdem im § 1 der nachstehenden Arbeit die Rechnungen für die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung kurz recapitulirt sind, wird im § 2 die 
Differentialgleichung dritter Ordnung integrirt. Im § 3 werden zwei Hülfs- 
formeln abgeleitet, im § 4 die Hauptintegrale der Gleichung dritter- Ordnung 
durch Substitutionen umgeformt und in Potenzreihen entwickelt. Die §§ 5 
und 7 enthalten die analogen Rechnungen für die Differentialgleichung 
vierter Ordnung, während im § 6 ein m-faches Integral auf das Product von 
m Ett/erschen Integralen erster Gattung zurückgeführt wird. Im § 8 werden 
einige im Folgenden angewendete Sätze über gewisse ganzzahlige Coef- 
ficienten, die in der Theorie der analytischen Facultäten vorkommen, her- 
geleitet. Die Ausdehnung des Integrationsverfahrens auf die Differential- 



I 
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gleichung »ter Ordnung ist der Gegenstand der §§ 9—12, und zwar handeln 
die §§ 9 und 10 von der ZurückfUhrung der Gleichung «ter Ordnung auf 
eine ähnlich gebildete Gleichung («— l)ter Ordnung, der § 11 von den Gren- 
zen, welche bei den bestimmten Integralen anzuwenden sind, während im 
§ 12 die Form der particulären Integrale, insbesondere der Hauptintegrale 
für die Gebiete von a: = 0, a; = l, x = oo^ erörtert wird. Endlich werden 
im § 13 die Substitutionen angegeben, durch welche man die erhaltenen 
Integrale transformirt, um sie demnächst in Potenzreihen zu entwickeln. 

Die oben genannten hypergeometrischen Reihen «ter Ordnung sind 
nicht die einzigen, welche aus einer Verallgemeinerung der GaussBchen 
Reihe entstehen. Der Verfasser hat in einer früheren Abhandlung*) eine 
andere Art hypergeometrischer Reihen angegeben, die ebenfalls einer linea- 
ren Differentialgleichung »ter Ordnung genügen und sich fUr n = 2 auf die 
Gauss^che Reihe reduciren. Dieselben sind durch einfache bestimmte Inte- 
grale ausdrückbar, und ihre Differentialgleichung hat n singulare Punkte, 
abgesehen vom singulären Werthe x = oc. Es dürfte kein Hinderniss be- 
stehen, den Namen „hypergeometrische Reihen (resp. Functionen) «ter Ord- 
nung" für beide Fälle beizubehalten; nur müssen die erforderlichen weite- 

• 

ren Angaben hinzutreten. Da die im Folgenden behandelten Functionen 
ausser x = oo nur die zwei singulären Punkte x = und x = 1 haben, so 
können sie, zur Unterscheidung von jenen anderen Reihen, als „hyper- 
geometrische Reihen wter Ordnung mit zwei endlichen singulären Punkten" 
bezeichnet werden. Beiden Arten von Functionen ist die Eigenschaft ge- 
meinsam, keine logarithmischen Bestandtheile zu enthalten, obwohl die An- 
fangsexponenten der einzelnen particulären Integrale sich zum Theil nur 
um ganze Zahlen von einander unterscheiden; die bei ihnen vorkommenden 
UnStetigkeiten und Mehrdeutigkeiten sind ausschliesslich die von Potenzen. 
Es möge hier noch erwähnt sein, dass in den nachstehenden Rech- 
nungen der mte Binomialcoefficient der Zahl q wie üblich durch (g),,,, und 
der Zähler desselben durch [q],„ bezeichnet wird, sodass 

r„\ _ 7(g-l)(g- 2)...(g-- m+l) XX __. 

[gl. = ?(9-l)(?-2)...(g-m + l), [gl = 1 
ist. Aus der letzteren Benennung ist sodann durch HinzufUgung eines 



*) Dieses Journal Bd. 71, „über hypergeometrische Functionen nter Ordnung." 
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Zeichens + als oberen Index eine neue gebildet, indem 

M.t = ?(?+l)(9+2)...(9+m-l), [qir = 1 

gesetzt wird. Hiemach kann man die am Eingang angefahrte hypergeo- 
metrische Reihe »ter Ordnung kurz als die Summe 

^^" [«,]mMm...[gn]m ^,, 

schreiben. 

§1. 

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(1.) x(x-l)^ + [<i<^ + ß+l)x-Q]f^- + aßy = 0,' 

welcher die Gatw^sche hypergeometrische Reihe 

(2.) F(., A ,, X) = 1+^.+ <^+iW+i),,^... i„f. 
genügt, kann auf die Form 

(3.) AW^+[0'+l)^-A«]-S-+[^^^-/»^]. = 

gebracht werden, wenn man durch /i(ic), f^(x) die ganzen Functionen 
zweiten, resp. ersten Grades 

bezeichnet. Für y werde das bestimmte Integral 

(4.) y ==f'\u^x)-^Udu 



17i 



eingesetzt, woselbst U nur von u abhängt, und ^i, hi constant sind. Dann 
erhält man aus (3.) die Gleichung: 

^(/9+l)/\«-.)-^-U |A(ar)+ ^(«-.) + -^^| du 



ffi 



-ß/\u-xr'-^Vi\f,(x)+^(u-x)\du = 0. 



ff} 



Aber nach dem Tay/orschen Satze ist 
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sodass nach Division durch ß die Gleichung 

(ß+l)f\u-x)-^-'f,(u)VLdv-f'^(u-x)-'>-'ri(u)VLdu = 

entsteht. Der erste Summandns der linken Seite wird durch theilweise 
Integration in den Ausdruck 

-[(«-x)-^-Y,(«)u]::::+/\«-x)-^-> -^^ du 

9\ 

transformirt. Indem man also die Grösse U durch die lineare Differential- 
gleichung erster Ordnung 

als Function von u bestimmt und die Constanten g^^ h^ so wählt, dass das 
Product 

flir u^gi und «i = Ai verschwindet, wird das bestimmte Integral (4.) zn 
einer particulären Lösung der Differentialgleichung (1.). Die Substitution 

U = u^-^V 

m 

liefert für U die Gleichung 

• . *' 

woraus, wenn von dem willkttrlichen constantqa Factor abgesehen wird, 

folgt. -* 

Für die Grenzen g^^ h^ ergeben sich die Werthe 0, 1, oö. Aller- 
dings haben bei jedem dieser Werthe, damit er anwendbar sei, die Con- 
stanten a, ß, p gewissen Ungleichheiten zu genügen. Denn damit M^ für 
w = 0, bezw. für «i = 1 und u = oc verschwinde, mittssen die respectiven 
Bedingungen 

/^-p+l>0, p-a>0, a>0 

erfüllt sein. Diese Beschränkungen übertragen sich bekanntlich nicht auf 
die Potenzreihen, in welche die bestimmten Integrale sich entwickeln lassen. 
Es kann ferner eine der Grenzen des Integrals (4.) gleich x ge- 
nommen werden. Für Ai = x ergiebt sich aus (4.) die Gleichung: 
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auf deren rechter Seite der zweite Summandns verschwindet, falls ß (im 
reellen Theil) negativ ist; analog erhält man flir ß-\-\ <Z 

^ = ß(ß+i)/\u-xr'-mdu, 

9\ 

sodass die obige Rechnung für Ai = ar gültig bleibt. Gleichzeitig ist auch 
Ifi = für fi = o:. — Indem man flir gx^h^ in verschiedener Weise je zwei 
der vier Werthe 0, 1, c», x einsetzt, findet man sechs particuläre Lösungen 
der Differentialgleichung (1.), welche sich in drei Gruppen ordnen. Zu jedem 
der drei singulären Werthe a: = 0, j; = l, a: = oc gehören zwei Integrale, welche 
in seinem Bezirke entweder eindeutig sind oder nach Division mit einer Potenz 
eindeutig werden, die s. g. Hauptintegrale oder Hauptlösungen. Man hat nun, 
um die Hauptintegrale für die Umgebung irgend eines dieser singulären Punkte 
zu erhalten, flir g^ und Ai stets einerseits den betreffenden Punkt und den Werth 
X, andererseits die zwei übrigen singulären Punkte zu wählen. So ergiebt 
sich für das Gebiet des Punktes o: = das eindeutige Hauptintegral 

f"(u-x)-^u^'^{u-iy-''-' du, 
1 

welches durch die Substitution « = — in 

u 



f\'''\i-My-'"'\i-x\xy^dvi 



u 



übergeht. Dasselbe ist, wie die Anwendung des binomischen Satzes auf 

(1— jju)"'* zeigt, mit dem Ausdruck 

E(a, Q''a)F{a, ß, p, x) 

identisch, wo durch E{a,Q^a) das jBwfersche Integral erster Art 

E(a, Q^a) =f\^-\l^Viy'--'dM = — ^ '^y^^p''^ 

bezeichnet wird. Die andere Hauptlösung für die Umgebung des Punktes 

f\u-x)-^u^'^ (u - ly-^"' du 
verwandelt sich durch die Substitution w = j;u in den Ausdruck: 



(j 



= Con8t.a!>-fF(a-(»+l, /3-p-fl, 2-q, x). 

11* 
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In ähnlicher Weise erhält man für die Umgebung des Punktes x = l die 
Hauptintegrale 

y^ *(«, x)dn = Const. F(a, ß, a+/3— p+1, 1— a:), 



y *(fi, x)du = Const.(a:-iy-«-''F(()-a, (>-/5, Q-^a^ß+1, 1-a?) 
1 

und für den Bezirk der grossen Werthe von x die Hauptintegrale 
/'*(«, x)du = Consta?-^ f(/?, /?-?+!, /?-«+!, — ), 



f'^{Uy x)du = Const o:""" F(cf, a-p+1, «—/?+!, — ), 

. 00 



wo zur Abkürzung 



gesetzt ist. 



^(u, x) = (fi-x)-^fi^-?(fi-l>— ^ 



§ 2. 

Man betrachte nun die analog zu (3.) gebildete Differentialgleichung 
dritter Ordnung 



(5.) 



+ [0+2).^'(a:)-(y+l),/^(x)+A(ar)]-|- 

{ + [(y+2%n"(^)-(r+i%r^(^)+(yU(^)]y\ 



= 0, 



in welcher y eine Constante, fi(x) flir & = 1, 2, 3 eine ganze Function von x 
des ftten oder eines niedrigeren Grades, /»(ar), /i'(^) ^tc. ihre snccessiven 
DiflFerentialqnotienten , und (y+2),, (y+2)2 etc. BinomialcoeMcienten be- 
deuten. Man substituirt, indem man durch iB eine Function von v allein be- 
zeichnet, fUr y das bestimmte Integral: 

(6.) y = f'it-xyrS^dv. 



ifj 



Die Grenze g2 desselben sei constant, die Grenze hi entweder constant oder 
gleich x; im letzteren Falle setzt man den Werth y+2 als negativ (im 
reellen Theil) voraus. Dann ergiebt sich aus (5.) die Gleichung: 



Pochhammer, zur Theorie der allgemeineren hypergeometrischen Reihe. 85 

-yO'+l)/*'(«'-x)-''-*S8|/:.(x)+/^(a.)(«-ar)+/','(a>)-^^=^jrfr 



9i 



9i 



-\-rf\t>-xy'-"S^\r,(x)^-tx(x)(f>-x)\dt = 



fft 



oder nach Anwendung des Töy/orschen Satzes auf die Ausdrücke in den 
Klammern und nach Division durch y: 

0+1)0 + 2) /\t?-arr^-Y3W»rft? 



(7.) 



9j 



-(y+l)/\f>-xyr-'f,(v)^dv+f''(v-x)-^-'f,(v)Sßdv 



9l 9% 



0. 



In analoger Weise wie im § 1 werden der erste und der zweite Summandus 
(der erste zweimal) durch theilweise Integration transformirt. Dann kommt 
hinter dem Integralzeichen die Variable x ausschliesslich in der Potenz 
(r— x)-^"^ vor, und man erhält die Gleichung 

9t j 

in welcher zur Abkürzung durch Ifj der Ausdruck 

(8.) M, = -0 + l)(r~a:)-^-Y3Wg?+(t^-x)-^-^[/'2(t^)g?- ^^^'^^^^^ ] 

bezeichnet wird. Die Grösse 9? werde durch die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

(9.) i:%§a_.fi(A(»Ä^^,(.)3, , 

als Function von r bestimmt. Ist man im Stande, diese Gleichung zu inte- 
griren und g2. hz so zu wählen, dass die in (8.) definirte Grösse M2 für 
c = 3^2 und €? = Ä2 verschwindet, so genügt das Integral (6.) der DiflFe- 
rentialgleichung (5.). Es soll nun auf den Fall eingegangen werden, wo 
die DiflFerentialgleichung (9.) sich auf die Gleichung der Gat^^schen hyper- 
geometrischen Beihe zurückführen lässt; dann erhält man Lösungen von 
(5.) in Gestalt bestimmter Doppelintegrale. 

Der Coefficient der zweiten Ableitung der Unbekannten ist in (9.) 
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eine Function dritten, in (1.) eine Function zweiten Grades der unabhängigen 
Variablen. Aber wenn auf die Gleichung (1.) die Substitution y = a?*i?, 
ij = x^^y angewendet wird , so findet man für iy eine Differentialgleichung 
mit rationalen Coefficienten, in welcher der Factor der zweiten Ableitung 
von T] den dritten Grad hat. 

Man führt demgemäss, indem man durch a eine Gonstante bezeichnet 
und für k den Werth a—y nimmt, in (9.) an Stelle von 93 eine neue Un- 
bekannte V mittelst der Gleichung 

(10.) 5B = tj^-^F 
ein, wodurch für V die Differentialgleichung 

v-Y.«g-k-Y.»-2^^'-:«^]-i 



dv^ l "^^ dl) J dv 



= 



entsteht, und sucht dann die Functionen /'a, ^, fi so zu bestimmen, dass 
diese Gleichung, abgesehen von einem Factor der linken Seite, die Gestalt 
der Gleichung (1.), also die Gestalt 

annimmt. Nachdem die letztere Gleichung mit t?''"''^^ multiplicirt worden 
ist, können in den zwei genannten Differentialgleichungen die Coefficienten 

d^V dV 

von -^ ,-j -T~ ^^d ^ einander gleichgesetzt werden. Zur Vereinfachung 
der weiteren Rechnung mögen statt der Gonstanten «', ß\ q' drei andere 
Constanten a, /?, p angewendet werden, welche mit ersteren durch die 
Gleichungen 

(11.) a' = «-a+l, /5' = /i-a+l, p' = p-a+l 

verbunden sind, sodass für V die Differentialgleichung 



(12.) 



r(«-l)^ + [(a+/5-2a+3)r-(p-(T+l)] '^^ 



+(a-a+lXß-a+r)V = 
aufgestellt wird. Dann erhält man zar Bestimmung der Functionen /j, /i, f^ 
das Gleichuugssystem 

-g'-V2(g)+2 ^^^'2^'^"^^ = («+/9_2(T+3)e''-+*-((.-o+l)e'— +S 
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welches für dieselben die Werthe 

(13.) lf,(f>) = (2r-a-ß+Sy-(2r-Q-a+3-)i>, 

AC«) = (y-c^+i)(r-ß+i)v-(r-9+i)(y-o+i) 

liefert Bezeichnet man zur Abkürzang dnrch «i , /?i , (>i , Oi die Constanten 

und nimmt gleichzeitig den Werth x als Argument der Functionen fj, /i; /i, 
80 lauten die Gleichungen (13.): 

Yi(x) = a^ßiX-Q.a^. 

Die zu integrirende Differentialgleichung (5.) geht durch Substitution 
dieser Ausdrücke fz{x)^ fi(x)^ f^(x) in die folgende über 

(14.) ' ^ j = 0, 

+[(/??'+y«+a/?+«+/^+?'+l)iF-(>ö]-^+«/?yy 

welche auch in Bezug auf die Form der Constanten genau mit der von 
Clausen und von Herrn GourscU behandelten Differentialgleichung dritter 
Ordnung übereinstimmt. 

Die Gleichung (12.) zeigt, dass man den Werth von V aus den 
Formeln des § 1 erhält, wenn man daselbst x durch t?^ sowie a, ß^ (f durch 
a— a+1, /?— a+1, p— a+1 ersetzt. Die verschiedenen particulären Lösungen 
von (12.) lassen sich mithin in die Gleichung 

(15.) V = f'Xu-vy-^-'u^-^iu-iy-^-'du 

zusammenfassen, in welcher g^^ Ai irgend zwei der Werthe 0, 1, oo, © be- 
deuten. Aus (10.) ergeben sich dann die correspondirenden sechs Ausdrücke 
für 93. 

Hiermit ist bewiesen, dass das bestimmte Doppelintegral 

(16.) y = f\v-x)'^ v^'Uvf\u-f>y-^'''u^-^(u'-iy--^-' du 



9i 



ffi 



der Differentialgleichung (14.) genügt, falls ^27 ^2 so gewählt werden, dass 
die in (8.) angegebene Grösse Mi für © = 3^2 und t? = A2 verschwindet, wäh- 
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« 

rend gr,, h^ zwei der Werthe 0, 1, oo, e sind. Zur Abkürzang möge durch 
^(u,f>yx) die Function 

(17.) ^(u, f>, x) = (f?-j?)-''f?''-^(fi-f?)*-^-*ti^-e(ti-l)?-«-i 
bezeichnet werden, wodurch die Gleichung (16.) die Gestalt 

Ol 9\ 

annimmt. 

Der Ausdruck ifa lautet nach Berücksichtigung von (10.): 

U^ = ^(^«a.)->'-V-+^(f.-l)j(y + l)K+(i,-a:)4^] 
+ (t?-aT)-''-^f?^-^+T|(y+(7-«-/i{),>-(y-p+l)!. 

Derselbe hat, wenn y+2 im reellen Theil negativ ist, für t? = x den Werth 
Null, während für V eine beliebige dei* erwähnten sechs Functionen gesetzt 
werden darf. Das vollständige Integral der Differentialgleichung (12.) hat, 
wie aus § 1 folgt, in der Umgebung des Punktes i? = die Form 

K= c,F(a-a+l, /?-a+l, p-a+l, t?) + c,f?^-^F(a-(> + l, /?-(>+l, a-p+l, t?) 

und für grosse v die Form 

F = dy^-'F(a^Q + l, a-a+1, a-/?+l, 1) 

wo Cj, C2, cj, e^ willkürliche Constante sind. Werden diese Werthe von V 
in M2 eingesetzt, so erkennt man leicht, dass itfj = für t> = ist, falls die 
Constanten y— p+1 und y—a+l positiv sind, und dass M2 für © = 00 ver- 
schwindet, falls a und ß positiv sind. Man nehme an, dass die Ungleich- 
heiten 

a>0, /?>0, y + 2<0, y-p + l>0, y-fT+l>0, 

welche, wenn die angeführten Constanten complex sind, für die reellen Be- 
standtheile derselben gelten sollen, gleichzeitig erfüllt seien. Dann ist der 
Ausdruck 

y = f\v-xy^v^-^Vdf) 



92 



eine Lösung der Differentialgleichung (14.), sobald für gr.2, ä^ zwei der Werthe 
0? oc, X gesetzt werden, welches der sechs particulären Integrale von (12.) 
man auch für V substituiren möge. Hierdurch erhält man achtzehn parti- 
culäre Lösungen der Gleichung (14.). 
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Für g2 oder A2 kann ausserdem der Werth 1 gewählt werden. Jedoch 
verhält sich (bei dem Integral in Bezug auf die Variable t?) diese Grenze 1 
wesentlich anders als die vorerwähnten Grenzen 0, c», x. Für die Um- 
gebung des Punktes t? = 1 lautet nach § 1 das vollständige Integral von (12.) 

V = c['F(a-a+l, ß-a+1, a+ß^Q^a + 2, 1-«) 

Substituirt man nun für V zunächst das particuläre Integral 

r=F(a~a+l, ß-a+1, a+ß-Q-a+2, l-i?) 







welches für 1? = 1 selbst gleich Eins ist, so nimmt der correspondirende 
Ausdruck von ^2 ftlr « = 1 nicht den Werth 0, sondern den Werth 

an. Hieraus folgt, dass das Doppelintegral 

dv / ^(Uy V, x)dUy 



II 



in welchem A2 einen beliebigen der Werthe 0, co, x bezeichnet, keine par- 
ticuläre Lösung der Differentialgleichung (14.) ist, dass dasselbe vielmehr 
der nicht homogenen Differentialgleichung genügt, welche aus (14.) ent- 
steht, wenn man statt der Null eine Function Const. (l—x)~^~^ als rechte 
Seite einführt 

Wird dagegen für V das andere zu t? = 1 gehörige Hauptintegral 
von (12.) 

(f>-iy-^-^-'F((f-a, if^ß, Q + a-^a-^ß, 1-r) 

= Const. y'(fi-f?)''-^-'fi^-^(fi- ly-'^-'du 
1 

gesetzt, und ist (f + a^a—ß im reellen Theil positiv, so verschwindet M2 
für t? = 1. Also stellt, unter der Voraussetzung p+^r— «— /?>0, das 
Doppelintegral 

in welchem Ä2 wieder einen der Werthe 0, 00, a: bedeutet, eine Lösung 
von (14.) dar. Hiermit sind drei weitere particuläre Integrale von (14.) 
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ermittelt*). Aus den letzteren Betrachtungen folgt, dass, wenn in dem 
Doppelintegral (16.) die Grenze g2 oder Aj gleich 1 gewählt wird, für g^ 
und Äi die Werthe 1 und v gesetzt werden müssen. 



§3. 

Man nehme an, dass von den Constanten 

e, ö, p-a, a-/?, a-y, ß-y, p+a-a-/?-y 

keine gleich einer positiven oder negativen ganzen Zahl oder gleich Null 
sei. In Folge dieser Voraussetzung bleiht das vollständige Integral der 
Differentialgleichung (14.) frei von logarithmischen Bestandtheilen. Es 
existiren dann in jedem der Gebiete der drei singulären Werthe o: = 0, 
X = 1. X = oc Hauptintegrale, welche daselbst entweder eindeutig oder gleich 
dem Product aus einer eindeutigen Function und einer Potenz von x, resp. 
von jj— 1 sind. Diese Hauptintegrale oder Hauptlösungen werden aus dem 
Doppelintegral (16.) für gewisse Werthe der Grenzen ^i, Ai, g2^ Ä2 erhalten. 

Um den Zusammenhang der Rechnung nicht zu unterbrechen, sollen, 
bevor zur Betrachtung der Hauptintegrale übergegangen wird, zwei einfache 
Hülfsformeln abgeleitet werden. 

Man bezeichnet durch JS(ä, /) das Eiitersche Integral erster Gattung: 







Da das erste der im § 1 erhaltenen sechs bestimmten Integrale sich für 
x = l auf einen solchen Ausdruck reducirt, so folgt aus der dort erwähnten 
Identität die bekannte Formel: 

^(«. A ^. 1) - wu^^- 

Es werde nun in dem Doppelintegral 







*) Diese Resultate entsprechen den von Herrn Goursat auf anderem Wege abge- 
feiteten (Acta Math. II). Auch der Satz des Herrn Goursat, wonach zunächst, falls jene 
hier auszuschliessenden Doppelintegrale mitberücksichtigt werden, eine lineare homogene 
Differentialgleichung vierter Ordnung erhalten wird (I. c. pag. 55), ist mit den obigen 
Rechnungen im Einklang. Denn die soeben erwähnte, nicht homogene Differential- 
gleichung dritter Ordnung kaun durch Differentiation auf eine homogene Gleichung vier- 
ter Ordnung zurückgeführt werden, welcher auch die durch (14.) definirte Function y 
genügt. 
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in welchem Äi, Aj, /j, k Constante bedeuten, die Potenz (l — ue)^ nach dem 
binomischen Satze entwickelt. Dann ergiebt sich für N eine Reihe, in 
welcher jeder Summandus zwei Eulersche Integrale erster Art zu Fac- 
toren hat: 

... + (,, iy ^^C/.-l)> ^^Z^ l,)E(Ji,^v, A0+-. 

Durch Anwendung der Reductionsformel 

(18.) E(,+., ,) = (^^^üj "';;;^ ,_,) E(f, ,) 

entsteht hieraus, nachdem gewisse Factoren sich fortgehoben haben, die 
Gleichung: 

= E(Ar,+Ä„ /,)£:(*„ Ä,)F(-4, A3, Ä,+Ä,+/„ 1) 






Indem man jetzt auch für E(ki + ki,li) ond £?(*,,*,) ihre Aasdiiicke in 
/"-Functionen einsetzt, erhält man die Gleichung: 



(19.) 



p «».+*.-! (1 _ ey,-i eiv P «*«-'(! -«)*'->(! -tte)^</» 







I = '^M-^B^m = ^(*" «^*' *'+^+«- 



Die zweite Htilfsformel ergiebt sich aus der Betrachtung der Gleichung 
(7.) für den speciellen Fall, dass a: = 1 ist. Es werde 

«>0, /?>0, y-p+l>0, y-a+l>0 

angenommen; dann sind (nach § 2) in der Gleichung (7.) die Grenzen 
^2 = 0, hi^oo anwendbar, während in den Ausdruck !B, = f?^"*' F, für F ein 
beliebiges particuläres Integral der Differentialgleichung (12.) eingesetzt 
werden darf. Ordnet man die in (13.) angegebenen Functionen /^(t?), f'i{^\ 
f^(f>) nach Potenzen von v—\ 

f,(v) = ,,-l+2(fJ-l)H(t?-l)^ 

f,(v) = p+a-a-/:f-(2a+2/9-2y-(>-a~3)(r-l) + (2;^-a-/H3)(r-l)^ 

f,(v) = «/?-(>(7-(y+l)(a+^-(>-rj) + (y-a+l)(y-/3+l)(f?-l), 

12* 
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80 entsteht ans (7.) für die bezeichneten Werthe von Xy g^^ Aa die Gleichnng: 





iQD 



+[(«+i)(/^+ i)(y+'^)-cßr-(fo]/ f>'-'(f>- 1)-'-' Vdv 



•X 



+ aßf «''-''(»- l)-'-K</» = 0. 

Als Integrationsweg der Variablen e werde die negative reelle Axe ge- 
nommen. 

Die Gleichnng (12.) ändert sich nicht, wenn a, ß, y^ p, a durch a+v, 
/?+y^ y+i', (>+^^ ^+^ ersetzt werden. Denkt man sich also die soeben 
abgeleitete Relation zwischen den drei Integralen für die letzteren Constanten 
hingeschrieben, während v irgend eine positive Constante ist, so bleibt V 
ein beliebiges particuläres Integral von (12.). Indem man ausserdem die 

Variable t) durch die Gleichung e = ^ einführt, gewinnt man die 
Formel 

(7+»'+l)(a+/?4y + »'-(>-a+2)/''o''-<'(l-0)''+'F<ft) 



(20.) 







-[(a+|/+l)(/?+»'+l)0'-|r»'+l)-(a+v)(/?+»')0'+|/)-((.+y)(a+v)] 

x/"o''-''(l-0)"'+''-'Frfo+(«+»')(/^+»')ro''-''(l-t))''+''-'Krfo = 0, 







in welcher die Substitution i? = zr auch auf die Function V anzu- 

ö — 1 

wenden ist. 



§4. 

Um für die Differentialgleichung (14.) die Hauptlösungen in den 
Bezirken der singulären Punkte o: = 0, j? = 1, x = oo zu erhalten, hat man 
bei der Wahl der auf die Variable x> bezüglichen Grenzen gi^ h^ des 
Doppelintegrals (16.) dieselbe Regel zu beobachten, welche im § 1 für die 
Grenzen der einfachen Integrale angegeben wurde. Die Grössen ^2, A^ 
sind nämlich entweder gleich dem betrachteten singulären Punkte (in dessen 
Gebiet das Integral (16.) ein Hauptintegral sein soll) und der Variablen 
x^ oder gleich den beiden übrigen singulären Punkten zu setzen. FUr 
die Grenzen ^i, hx ist der am Schluss des §2 angeführte Umstand zu be- 
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rUcksichtigen, dass, sobald ^2 oder A, gleich Eins ist, gi and h^ die Werthe 
1 und V annehmen müssen. Hierdurch ergeben sich zunächst drei Haupt- 
integrale, bei denen die eine Grenze von v den Werth 1 hat; dies sind 

(21.) f^ (v-xY'v'-Uvf\u--'cy-^''u^-^(u-iy-^-'du 

'1 1 

für die Umgebung des Punktes x = 0, sodann 

(22.) r (p - x)-^ v^-' dv r (fi - ^y-^-^ u^'^ (u - \y-^-' du 

1 1 

für die Umgebung des Punktes x = \ und 

(23.) f\f>-xy^ v^'Ue p^u-vy-^-'u^-^^U'-iy^'^'^du 







für grosse Werthe von x. Bei den übrigen Hauptintegralen ist, der obigen 
Regel nach, das Werthepaar (jg-z^h^x) beziehungsweise gleich (0, j;), (0, 00), 
(po^x) zu setzen. 

Schreibt man das Doppelintegral (16.) in der Form 



p(v-xy^f>^-''Vdv, 



9'i 



80 sind die genannten drei Hauptintegrale (21.), (22.), (23.) dadurch cha- 
rakterisirt, dass für V das mehrdeutige Hauptintegral von (12.) in der Um- 
gebung von t? = 1 



f\u-vy'^-'u^''(u-iy-^-'du 



gewählt wurde. Um die übrigen Hauptintegrale der Differentialgleichung 
(14.) im Gebiet des Punktes ar = zu erhalten, setzt man für V die zwei 
Hauptintegrale der Gleichung (12.) im Gebiet des Punktes i? = 0, d. h. man 
nimmt in (16.) die Grenzen (gr„ ä,) gleich (1, ^o), resp. (0, i?), während, wie 
oben erwähnt, g2 = 0, A2 = ^ ist. In analoger Weise entstehen die übrigen 
beiden Hauptintegrale von (14.) für die grossen Werthe von x dadurch, 
dass für V die Hauptintegrale von (12.) im Bezirk der grossen Werthe von 
V substituirt, dass also in (16.) die Grenzen (g^^ h^ gleich (0, 1), resp. (00, ©), 
und gleichzeitig die Grenzen gi^ Ä2 gleich c», x gesetzt werden. Die Aus- 
drücke 

(24.) f'd^f ^K^f ^f x)du, l'dvr^(u, ü, x)rftt, 



94 Pochhammer, zur Theorie der allgemeineren hypergeometrischen Reihe, 

in denen ^(ti, c, x) die Function (17.) bezeichnet, stellen demnach Haupt- 
integrale von (14.) für die Umgebung von j? = 0, und die Ausdrücke 

(25.) f'dvf^(u, t?, x)du, ^'df>f'^(u, t?, x)du 

Hauptintegrale für das Gebiet von x = oo dar. 

In der Umgebung des Punktes x = l ist die Function (22.) die ein- 
zige mehrdeutige Hauptlösung von (14.). Die Anzahl der eindeutigen Lö- 
sungen der Differentialgleichung ist für dieses Gebiet keine bestimmte; 
denn da zwei von einander unabhängige eindeutige Lösungen (mit den Au- 
fangsexponenten und 1) existiren, so erhält man durch Summation der- 
selben, nachdem man sie mit beliebigen Constanten multiplicirt hat, stets 
wieder ein eindeutiges particuläres Integral. Lösungen, die bei ar = 1 ein- 
deutig sind und verhältnissmässig einfache Reihenentwickelungen liefern, 
werden erhalten, wenn man für V die Hauptintegrale der Gleichung (12.) 
im Bezirk von t? = oder auch die Hauptintegrale im Bezirk von t? = ^c 
einsetzt, während nach der oben angegebenen Regel ^2 = 0, Ä2=oo ist. 
Hierdurch entstehen die vier Doppelintegrale: 



(26.) 



de / ^(ti, f?, x)duy I dt I ^(Uy V, x)dUj 
/ rff? / ^(Uy t5, x)dUy I dv I ^(u, V, x)du. 



{) U 



In denselben soll, was nach § 1 erlaubt ist, die negative reelle Axe als 
Integrationsweg der Variableu t? gewählt werden, sodass bei genauerer Be- 
zeichnung die obere Grenze der Integration nach f> gleich — c» zu nehmen ist. 
Um die behaupteten Eigenschaften der Integrale (21.) bis (26.), welche 
man als convergent voraussetzt, nachzuweisen, führt man an Stelle von u 
und f> neue Variable ein. In (21.) setzt man 

_ t? _ _l _ _ 1 

^- c-u(r-l) ~ 1— uö ' ^ "" l-ö"' 

dann werden die Grenzen sowohl für die Integration nach u als fUr die 
nach t) gleich und 1, und das Integral transformirt sich in das folgende: 

J\^-^'-^-^-\l-\^y-'[\-x{l-\i)y^d\>f\^^^^^ 

*0 

Wird hierin die Grösse [1— a;(l— t))]"^ nach dem binomischen Satze ent- 
wickelt, so sind die einzelnen Potenzen von x mit constanten Doppelinte- 
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gralen multiplicirt, auf welche die Gleichung (19.) anwendbar ist. Man er- 
hält auf diese Weise die Reihe 

(-l)-^-^lE(e-«, a)E(a--/i, ß)+-[-E(Q^a, a+l)E(a-ß, ß+l)x 

+ _K^-Jl)_E(p^«^ a+2)E(a-ß, ß+2)x^+.^], 

welche durch Benutzung der Reductionsformel (18.) in 
/ i\a-ß-irrr. /y r^M^rn R /^^ ) 1 I ^ßy ^\ «(«+ l)/?(/^+l )y(y+l) ^2 1 \ 

übergeht. Für die in der Klammer stehende Reihe werde, gemäss der von 
Herrn Goursat vorgeschlagenen ^Erweiterung der Gati^^chen Bezeichnung, 
der Buchstabe F mit den sechs Argumenten a, ß^ y, p, o, x eingeführt; 
jedoch soll sowohl die Gruppe «, /?, y von der Gruppe p, a^ als auch 
letztere von x durch je ein Semikolon getrennt werden. Man nennt 
demnach: 



(27.) 



Pis'y A y; e, ^; ^) = i+t 



aßy 



gö 



-XT'" 



1.2...»n.()(p+l)...(^+OT— i)(7((T-|-l)...((T-t-m— 1) 

Indem man in (21.) das Prodnct (-!)"-'*-'(« -«)"-''-* statt (w-e)""^-* ein- 
setzt, gelangt man zu der Identität: 



(28.) 



y * (t) - x)-''»''-'' d« /''(«-«)"-'*-'«''-?(«- 1)?-«-* rf« 

I *1 

= |"ö?+«'-«-^-'(l_ö)^-'[l_a.(l_t,)]-y</oyu?-«->(l_u)«-/»-i(l_U„)«-"rfU 



(J U 



= E(a, Q'^a)E(li, a^ß)F{a^ ß, y; p, o; x). 

Die ersten drei Argumente der Function F können beliebig mit einander ver- 
tauscht werden, ebenso das vierte und das fUnfte. Da die in der Gleichung 
(28.) vorkommenden Integrale dieses Verhalten nicht zeigen, so ergiebt sich 
ans derselben eine Anzahl verschiedener Darstellungen der Function F. 
Dass die Reihe (27.) für mod. iF<;l convergent ist, folgt ohne Weiteres 
aas den bekannten Regeln. 

Eine andere Darstellung der Reihe (27.) durch bestimmte Integrale 
wird durch die (bereits in der Einleitung erwähnte) Formel 

J''v''-\l-vy'^-'dv/'\i'''\l-uy-''-'(i'-xuf))-^du 
= E(a, (f-a)E(j3, o-ß)F{a, ß, y; q, a; x) 



(29.) 



(30.) j Co-'t. a,-n<.- 
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angegeben, welche man darch Entwiekelung der Potenz (1— a:iif?)~^ und 
Anwendung der Gleichung (18.) beweist. Mittelst derselben werden die 
beiden übrigen, in (24.) genannten Haifptlösungen des Gebiets des Punktes 
x = auf hypergeometrische Reihen dritter Ordnung zurückgeführt. Sub- 
stituirt man in das erstere dieser Integrale 

1 

in das letztere 

w = f?u = aJUt), t? = xt), 

so gehen dieselben in die Reihen 

Const a?*"*'F(a— a+1, /?-a+l, y— a+1; 2— a, p— a-fl; a:), 

F(a-(>+l, ß-Q+l, y-e+1; 2-(), a-p+l; x) 
über. 

Die Hauptintegrale des Gebiets der grossen Werthe von x liefern 
ebenfalls Reihen von der Form (27.). In das Integral (23.) setze man 

u = 1— u(l~t?) = l—ut), f> = 1— t), 
in das erste der Integrale (25.) v = —-^ in das zweite 

V X X 

Dann erweisen sich, wegen der Beziehungen (28.) und (29.), die genannten 
Integrale als identisch mit den Ausdrücken: 

Consta;-'' f(;', y-Q+1, y-a-\-l- y-a+1, y-ß+1] ^), 
Comlx-^F^ß, ß-Q+lji-a+l- /?-«+!, ß-y+l', ■^), 
Const. x-"F(a, «— p+l, a — a+1; «-/?+!, a— y+1; — )• 



(31.) 



Die Reihen, durch welche die Differentialgleichung (14.) in der Um- 
gebung des Punktes a: = 1 integrirt wird, gehören nicht zu der in (27.) an- 
gegebenen Art. Das Doppelintegral (22.) verwandelt sich durch die Sub- 
stitution 

II— 1 = (f?-l)u = (a?— l)ut), f?— 1 = (ar— l)t), 

wenn von einer als Factor auftretenden Potenz von —1 abgesehen wird, 
in den Ausdruck: 
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Werden in demselben die zwei Potenzen 

nach dem binomischen Satze entwickelt, so erhält man eine Reihe, in welcher 
die Factoren der einzelnen Potenzen von x-1 sich aus Binomialcoefficienten 
und aus jEti/erschen Integralen erster Art zusammensetzen. Durch Anwen- 
dung der Formel (18.) schafft man die jBw/erschen Integrale fort bis auf 
zwei derselben, welche den ganzen Ausdruck multipliciren, wodurch sich 
die Uebereinstimmung des Integrals (22.) mit der durch directe Reiheninte- 
gration entstehenden, bei x=l mehrdeutigen particulären Lösung von (14.) 
ergiebt. 

Von den Integralen (26.) geht das erste durch die Substitution 

1 ü 



1— U ' Ü — 1 



in 



(^•^iy''y^'t>^-Xi-r)y''[iH^-iX^-t>)^^^ 



() n 



über. Das zweite Integral (26.), welches in Bezug auf u die Grenzen 
und V hat, verwandelt sich, wenn 



U= 7 ^ = ^: T-, <? = 



Uü— (r— 1) uü— 1 ' ö— 1 

gesetzt wird, in den Ausdruck: 

(- l)«-''-^^-^y t)''-^(l - t))^-^[l + (aj- 1)(1 - t))]-^rfD 

X /' u'''-f ( 1 - u)"-**-' ( 1 - ut))''-''</u. 







Diese Form der bestimmten Integrale gestattet, da vorausgesetzt, wird, dass 
die Constanten «, /?, y, p, a derartig sind, dass die Integrale einen Sinn 
haben, den directen Schluss, dass dieselben in der Umgebung des Punktes 
x=l eindeutige und stetige Functionen von x sind. Denn beschreibt x 
eine kleine geschlossene Curve um den Punkt 1, so tritt weder eine Aende- 
rung der Integrationswege, noch eine Aenderung des Werthes irgend eines 

Jounial für Mathematik Bd. CIL Heft 2. 13 
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Integralelementes ein. Die Integrale bleiben also eindeutig und werden 
für a: = 1 nicht unendlich. — Ein zweiter Beweis für die Eindeutigkeit 
und Stetigkeit der obigen Integrale bei x= 1 ergiebt sich aus den Reihen- 
entwickelungen derselben. Wird die Potenz 

[l + (a:-l)(l-ö)]-'' 

nach dem binomischen Satze entwickelt, so entstehen aus den zwei obigen 
Integralen, wenn von den Factoren (—1)°"', (—1)«-''+''-» abgesehen wird, 
die Reihen 

•••+(-1)- '^'^'\:2^T~'^ KXx-iy+-, 
wo Ky, L, die constanten Doppelintegrale 

K, = /''o'-''(l-o)''+''-'rfö/V-"-'(l-u)"-- (l-uo)"-^-'rfu, 



f) 



L, = f\r-i (l-ny^"-' dn f\^-« (l-u)"-''-'(l-uö)'"-'' rfu 



U 



bedeuten. Die letzteren haben die ^Eigenschaft, dass je drei Grössen K^^ 
/fy+i, Ä'y^.^, resp. />,,, Ly^.,, Ly^2 durch eine homogene lineare Relation ver- 
bunden sind, und zwar ist diese Relation mit der im § 3 abgeleiteten Gleichung 
(20.) identisch. Ein Integral 



(32.) f^ (t? -ar)-^t?^-^ Vdv, 



in welchem V eine beliebige Lösung der Differentialgleichung (12.) ist, 
geht, wenn die negative reelle Axe als Integrationsweg von t? gewählt 

wird , durch die Substitution t? = zr in den Ausdruck 

ö— 1 

(-l)-iy^V-^(l-t))"-''[l+(a:-l)(l-t})]-n^rft) 

über. Nach Anwendung des binomischen Satzes auf [l + (a?— 1)(1— t))]"'' 
liefert dasselbe, abgesehen vom Factor (— 1)^~\ die Reihe: 
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(33.) 






in welcher yiy das constante Integral 

yi^ = /'* O'-" (1 - ö)"+ " -' Vdti 



bezeichnet Der Vergleich mit der Formel (20.) zeigt, dass die in letzterer 
vorkommenden drei Integrale die Grössen ^^, ^y+i^ ^^+2 sind. Also besteht 
zwischen ^^, -^y+i? -^K+a die Relation: 

--[(«+v+l)(/i+v+l)(y+r+l)-(« + r)(/i+r)(y+i/)--(p + i/)^^^ 

+ (ia + v)Qi+r)yl, = 0. 

Statt y/y^ ^y+u -^1^+2 kann man in derselben einerseits Ä^, Ä^^i., Ä^»,^2 7 
andererseits L^, Ly^.i, Ly^2 setzen, da die zwei behandelten Integrale (26.) 
ans (32.) für die respectiven Werthe 

der Function V erhalten werden. — Integrirt man nun die Differential- 
gleichung (14.) durch eine Reihe 

(34.) y = c,+ c,(ar~l) + C2(a?-l)Hc3(a:-l)^+-, 
SO findet zwischen c^, Cy^^ Cy+2 die homogene lineare Beziehung 

(i^+l)(v+2)(a + /?+y+v-p-a+2)c,+2 

+ (a+v)(JS+v)(y + r)Cy = 

statt Die Grössen Cu, c^ bleiben willkürlich; C2, C3, ... werden als ein- 
deutige Functionen von c,, und c^ bestimmt, weil nach der Voraussetzung 
a+ß+y—Q—o keine negative ganze Zahl ist Die Reihe (34.) ist in der 
Umgebung des Punktes x = 1 convergent , wie auch die Werthe von Ci, 
und Cj gewählt sein mögen*). Aus der Gleichung zwischen c^, Cy+,, c^+a 
entsteht aber, wenn 



*) Man vergleiche die Abhandlung des Verfassers „über einfache singulare Punkte etc." 
im 73. Bande dieses Journals. 

13* 
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^J ^^ ^0 ? ^1 ^^ i~ ^1 ) 

*^2 — -19 »^2» ... C/y — ^ 1^ 19*, *^»' 

gesetzt wird, eine Relation zwischen c^, c'^^.!, c'^^^j^ welche mit der für 
^>9 ^y+u ^v+2 abgeleiteten völlig gleichlautend ist. Hierdurch ist die 
Convergenz der Reihe (33.) allgemein bewiesen. Denn nachdem man 

gewählt hat, sind wegen jener linearen Relation sämmtliche Grössen c^ 
gleich den Integralen ylyy so dass die Reihe (33.) auf die als convergent 
bekannte Reihe (34.) zurUckkommt. Das bestimmte Integral (32.) stellt 
mithin eine in der Umgebung des Punktes x=\ eindeutige und stetige 
Function von x dar. 

Es bleibt übrig, das dritte und das vierte Integral (26.), welche 
ebenfalls eindeutig und stetig bei x=l sind, durch Substitution umzuformen. 
Dieselben nehmen, wenn beziehungsweise 

w=l-u, t? = -— -, 

U + C — 1 UÖ— 1 Ö— 1 

U UÖ ' Ü 

gesetzt wird, die Form 

(_l)e-<'-«y*V-\l-t))^-^[l+(a?-l)t)]-^ dt)/\'-'-' (l-u)''-^ (1-Ut))^-'*-' rfu. 



f) (I 



(_!)•-« yV-'(l-l))''-'[H-(x-l)i)]-'-rfDyV-' (l-a)-''-'(l-ut))'*-? du 



U 



an. Durch Entwickelung der Potenz [l + (x—l)t)]"^ entstehen hieraus, 
wenn von den Factoren (—1)^"''"", (—1)*"" abgesehen wird, die Reihen 

in denen Ä^ und 2^ die constanten Integrale 

* 



I) 



2, = f\''+'-\\-ny-'' dM Pvc'-" (l-u)''-'*-'(l-uoy~«' rfu 



u I) 




Pochhammer, zur Theorie der allgemeineren hypergeometrischen Reihe. 101 



(35.) 



= 



bedeuten. Die letzteren Reihen sind, wie die vorher betrachteten, specielle 
Fälle der Reihe (33.); denn für t) = 1— t)' gehen Ä„, 2^ in Integrale von 
der Form ^y über. 

§ 5. 
Die im Vorstehenden entwickelte Integrationsmethode soll zunächst 
auf eine Differentialgleichung vierter Ordnung ausgedehnt werden. Es werde 
y durch die zu (3.) und (5.) analoge Differentialgleichung 

+K^+^)^n' (.^)-(^+^\n (*)+A(*)]-2i- 

l + [(<J+3)4A'^(x)-((J+2)3A"'(aj)+((y + l).^'(aj)-Wi/I(a^)]y. 
bestimmt, in welcher ft(x) fUr k=l, 2, 3, 4 eine ganze Function des Arten 

oder eines niedrigeren Grades von x, und <T eine Constante bedeutet; die 

Grössen (<J+;«),. sind Binomialcoefficienten, 7* (^c)} fk'i^^ ••• di« Ableitungen 
von fkCx). Man substitnirt fUr y das Integral 

(36.) y '= r\iD-x)-^ndw 

und setzt in demselben die Grösse S9S als eine Function von w allein, g^ 
als constant, A3 entweder als constant oder gleich x voraus. Indem man, 
falls h^^x ist, ^+3 als negativ annimmt, ergiebt sich fftr & = 1, 2, 3, 4: 

"^^^ = (y...((y+&-i)y*V-a:)-^-*agsrfir. 



djj* 
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Zur Abkürzung möge die bereits in der Einleitung erwähnte Bezeichnung 

lM: = 9(9+l)(9+2)...(g+m-l), [gjr = l, 
eingeführt werden. Dann erhält man aus (35.) die Gleichung 

[d]tf\w-xr'>-^m \f,{x)+f[{x)^+:-\-n\x)^^\ du> 



9.1 



-[ö]r/\w-xy-^m \r,(x)+n(x)^+n'(^)^^+n"(x)^^\ du> 



9i 



+ 



[^]r/%-xr'-'^ \f.(x)+n(<^)^ +A" (*) -^^^1 dft 



ffi 



-[<y]?/''(fp-a!)-<'-'SB|A(ar)-h/1(x)-^jdtr = 



9i 
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oder, da durch d dividirt werden kann, und die von den f abhängigen 
Summen nach dem Taylorsehen Satz beziehungsweise gleich ACir), /sC«?), 
/iCir), fi(w) sind, die folgende: 



\ä+W+2X^+^)/'\w--x)-^-'f,(w)3Sdw 



(38.) 



9i 



-(S+lX^+2)f\w-x)-'-'r,(.fif)^dw 



93 



+ (if+ l)/'''(w-x)-'-'f,(iD)^dw 



03 



-/'\w-x)-'-'f,(iD)3Sdw = 0. 



9i 



Die Formel der theilweisen Integration, aus der sich zunächst 

(-[(«'-^)-'-*^Y»(«')2BK 

9i J ^ ^ dw 



9» 



ergiebt, werde wiederholt angewendet, in der Art, dass schliesslich in (38.) 
die Variable x hinter dem Integralzeichen nur in der Potenz (ir— a?)""^""^ 
vorkommt. Dann entsteht aus (38.) die Gleichung 



+/\«-.r^' [iv^ _iV£ga +^^i^ - «»)ffi] ä. 



= 0, 



9t . 



WO ifi den Ausdruck 



(39.) M, = 



f - ( (J + 1)( (^ + 2)(w -x)-^-Y«(«p)Sa3 



-(.-.)-- [rM^-^^+^^if^] 



bedeutet Man stellt für die bisher beliebige Function 333 die Differential- 
gleichung 



(40.) 



rf'(^.(fr)aB) d\f,(w)m , d(f,(w)m) 



+ 



-A(«p)as = 



dw* dto' ' dw 

auf und sucht die Grenzen ^3, A3 so zu bestimmen, dass 

[M,]^,-[M,\^,^ = 
ist. Dann gewinnt man, falls eine der Gleichung (40.) genügende Function 
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833 angegeben werden kann, in dem Ausdruck (36.) eine Lösung der 
Differentialgleichung (35.). 

Durch passende Wahl der ganzen Functionen /i, ... /i kann nun 
die Gleichung (40.) auf die im § 2 behandelte Gleichung (14.) zurück- 
geführt werden. Man verbinde die Function SB mit einer neuen Unbekannten 

W durch die Gleichung 

(41.) 9B = w^-^W, 

wo T eine Constante bedeutet, so dass für W die Differentialgleichung 

d\tc^-^Ufü)W) d\tc^-^fXu>)W) d{tc^-%(w)W) ^3^...^ ^ Q 

erhalten wird. Nach Division mit der Potenz w^~''^^ lässt sich die letztere 
Gleichung auf die Gestalt 



«.>-l)^-4tp[(«' + /3'+/ + 3)«-(p'+a'+l)]-^ 



= 



die 

bringen, so dass man fUr W die Doppelintegrale (16.) setzen darf, nachdem 
daselbst für x, a, ß, y, p, a die Grössen w, «', ß', y', q', a' eingetreten 
sind. In Analogie zn (11.) fUhrt man statt der Constanten a', ß', y', q', a' 
andere Constanten a, ß, y, (t, o ein mittelst der Gleichungen 

a' = a-T+l, /9' = /3-T+l, / = y_T+l, p' = p-T+l, a' = 0-r+l[ 

femer bezeichnet man durch 92 (w), 91 (w) die linearen Functionen 

q2(w) = (a+ß+y-ST+6yw-(Q+a-2T+S), 

(42.) L{W) = [(/9_T)(y-T) + (j,_T)(«-T) + («-T)(/3-T) 

+ 3(a+/:?4-y-3T)+7]«p-((»-T+l)(a-T+l). 

Die aus (40.), (41.) folgende Gleichung für W wird mit der letzt- 
genannten Differentialgleichung dritter Ordnung identisch, falls /j(tr), ... /4(tr) 
durch das Gleichungssystem 

«'^'Y4(«') = «p^-'+'(w-l), 

1*^ -^ dw dw* dw" 

= -(a-T+l)(/i-T + l)(;'-T+l)fr''-"+' 
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bestimmt werden. Darch Auflösung desselben erhält man, wenn zur Ab- 
kürzung a„ /?i, /i, pi, aj, Tj als die Constanten 

|a, = (J-a+l, /i, = J-Zi+l, y^ = cJ-y+1, 

Pi = (J— p+i, or= (J— 0+1, Tj = <J— T+i 

definirt werden, die Werthe: 

/«(ir) = »'(w-l), 

/,(») = («i+/?.+y,+3)ip'-((.,+a,+T,+3X 
/»(«') = (/:?,y,+yi«.+a,/?,+«,+/3,+yi+l)tp' 

-((T,T,+T,(», + (»,<7,+(<, + a,4-Ti4-l)fP, 

Die Differentialgleichung für W lautet auf diese Weise 



(43.) 



+(«-r+l)(y:?-T+l)0'-T+l)W^ = 0, 



wo qi(v}) und 93 (tr) die Ausdrücke (42.) sind, und derselben wird nach § 2 
durch Doppelintegrale von der Form 

W = /**' («-tp)'-'-' «''-''</«/'*' (m- r)''-''-' «^-«■(«-l)e-«-> </» 



P2 



9\ 



genügt, deren Grenzen g^, Äi, gi^ A^ die Werthe 0, 1, oo, t?, resp. u> haben. 
Indem man die gefundenen Werthe von /"i, /i, /i, /; in (35.) sub- 
stituirt, findet man für y die Differentialgleichung 

(44.) a^(^x-l)-^+x'Q,(x)2*-+^Q,(x)-2'' + Q^(^y^ + "(h^y = 0, 
in welcher Qz^x), QtQc), Qi(x) die linearen Functionen 

lQ,(x) = (^. + 6)x-(ß, + 3), 
(45.) (?,(x) = (^, + 3.4, + 7) X - (ß, + ß. + 1) , 

'Pi(aj) = (^ + ^+^, + l)x-poT 
bedeuten, während .4,, .42» -^si ^d ß? die Constanten 

(46.) ^ = «/*;' + «/:?J+ay(y+/:f;'(y, 

, /J, = p-l-a+T, /?2 = pö + pT + OT 
sind. 
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Der Bedingung 

[ilf3]_,,-[ilf3]_„ = 

ist genügt, wenn die Grenzen ^3, A3 derartig gewählt werden, dass die 
Grösse ilfs, die nach den obigen Bestimmungen in den Ausdruck 

+ (Ti+l)^fi?-eia,| 

übergeht, für w^g^ und w==hy verschwindet. Da (J+3 als negativ vor- 
ausgesetzt wird, so ist Jl!f3 = für w = x. Ferner wird, nach (28.) und 
(30.), das allgemeine Integral der Differentialgleichung (43.) in der Um- 
gebung des Punktes tr = durch die Summe 

W = CiF(a-T+l, /9-T+l, y-T+1; p-r+1, a-r+l; w) 

+C2fi?^"^F(a-a+l, ß-o+1, y-a+l; ß-o+l, r-a+l; w) 

+c3fr^-^F(a~p+i, /?~e+i, y-e+1; ^-e+1, ^-e+i; «?) 

angegeben, wo F die Reihe (27.) bedeutet, und Cj, C2, Cj willkürliche Con- 
stanten sind. Hieraus folgt, wie eine einfache Rechnung zeigt, dass 91^ = 
für t£? = ist, falls die Ungleichheiten 

(^-e+1 > 0, (J~(T+1 > 0, (T-T+l > 
bestehen. Für grosse Werthe von w setzt sich nach (31.) das vollständige 
Integral von (43.) aus drei Reihen mit fallenden Potenzen von w zusammen, 
in denen die Anfangspotenzen gleich «?'^~**~% tr^"^"*, w^~^~^ sind. Die 
Substitution dieser Werthe von W ergiebt, dass Jfa für «? = 00 verschwindet, 
wenn a>0, /?>>0, y>-0 ist. Setzt man also voraus, dass die Constan- 
ten a, ß^ . . . X die Bedingungen 

a>0, /9>0, y>0, (J+3<0, 
J-p+1 > 0, d-a+l > 0, J-T+l > 
zugleich befriedigen, so ist der Ausdruck 

9% 
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ein particuläres Integral von (44.), sobald für g^^ A3 zwei der Werthe 0, 
00, X gewählt werden, und W der Differentialgleichung (43.) genügt. Da 
man (nach § 2) 21 verschiedene particuläre Integrale der Differentialglei- 
chung (43.) angeben kann, so liefern die Werthepaare 

(fl^3, Ä3) = (0, 00), (gr3, Ä3) = (0, ar), (g^, A3) = (», a?) 

im Ganzen 63 particuläre Lösungen von (44.), welche die Gestalt von drei- 
fachen bestimmten Integralen haben. 

Es kommt für das Integral (36.) ausserdem die Grenze 1 in Be- 
tracht. Man darf g^ oder A3 gleich 1 nehmen, wenn für W das dem Aus- 
druck (22.) entsprechende, in der Umgebung des Punktes ir = 1 im Allge- 
meinen mehrdeutige particuläre Integral von (43.) 

1 1 

= (ir-l)^-^^+^-«-^-^-^|&,+ &,(i£?-l)+Ä2(ir~l)'+.-.| 

substituirt wird, und p+a+z—a— /?— y— 1 >> ist, da M^ in diesem Falle 
für «? = 1 verschwindet. Wählt man dagegen für W eins der bei dem 
Punkte IT = 1 eindeutigen particulären Integrale von (43.), deren Anfangs- 
exponent gleich oder 1 ist, so geht M^ für ir = 1 in ein Binom 

über, wo !i, fa constant sind. Die correspondirenden Ausdrücke (36.) ge- 
nügen daher einer nicht homogenen Differentialgleichung vierter Ordnung. 
Die Benutzung der Grenze 1 für das Integral (36.) liefert auf diese Weise 
nur drei particuläre Lösungen von (44.). 

Die erhaltenen 66 particulären Integrale von (44.) haben die Form 

(47.) y ^ ß'du>J'^dx>P<^{u, t?, u>, x)du, 

9i 9i 9i 

WO zur Abkürzung durch ^(u, e, ir, x) die Function 

(48.) *(fi, f), w, x) = (ir-a;)-'^«?''~^(f?-«?)"-''-'t?^-^(fi-f?)*'-^-'fi^-^(fi~l)^-"-' 

bezeichnet wird. Die Integration nach u ist zuerst, die nach w zuletzt aus- 
zuführen. Die Integral grenzen haben die Werthe 

gTi, Ai = 0, 1, 00, r, 

fl^2, A2 = 0, 1, oc, w, 

IgTj, A3 = 0, 1, ex:, Xy 

mit der Beschränkung, dass, wenn g2 (oder A2) gleich 1 gewählt wird, 
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gri = l, Äi = f? genommen werden muss (§2), und dass, wenn g^ (oder A3) 
gleich 1 ist, gemäss obiger Rechnung die Werthe ^^1 = 1, Ai = c, 0^2= 1? 
h2=^w anzuwenden sind. 

In Betreff der Constanten a, /?,... r wird angenommen, dass keiner 
der Ausdrücke 

a-Ä «~y, «-^, ß-Ty ß-^y r-^y 
p, a, r, p-cy, p-r, (T— r, p + a+r— a— /^-y-J 

eine positive oder negative ganze Zahl oder Null sei. Dann sind sämmt- 
liche Hauptintegrale der Differentialgleichung (44.) für die Umgebungen 
der singulären Punkte a? = 0, a:=l, a: = cx) in den Ausdrücken (47.) ent- 
halten, und logarithmische Integrale ausgeschlossen. Um zu den Haupt- 
integralen zu gelangen, hat man bei der Wahl der Grenzen ^1, ... A3 ana- 
log wie im § 4 zu verfahren. Zunächst soll jedoch eine Formel für ge- 
wisse vielfache Integrale, welche im Fall des Doppel Integrals auf die Glei- 
chung (19.) zurückkommt, abgeleitet werden. 



{ 



§6. 

Man bezeichne durch Si, iS>2, ... S„„ während tn eine beliebige posi- 
tive ganze Zahl ist, die Ausdrücke 

S, = «J'+*'+-+*».-'(l-*3)*'-'(l-»,«3»3)\ • • . 

und betrachte das m-fache Integral 

(49.) J„ = pS,ds,f's,ds^...f's„d8^, 







in welchem die Constanten ft^, ... k^, /j, ... /^ nur in sofern beschränkt 
sind, als angenommen wird, dass J^ einen bestimmten Sinn habe. Die 
Grösse J^ ist gleich dem Product aus m einfachen Integralen. Definirt 
man nämlich x,^ li als die Constanten 

für f = 1, 2, ... I», so besteht die Gleichung 

(51.) J„, = E{k,, h)E(k2, X,+ X,)E(k,, X,+ k,)...E(k,,, ^n,-l+^m), 

14* 
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in welcher, wie im § 3, der Buchstabe E zur Bezeichnung des Eti/erschen 
Integrals erster Gattung angewendet ist. 

Die Formel (51.) soll durch Induction bewiesen werden. Man nenne 

sowie für f = 2, 3, ... m— 1 

Dann ist das Integral 

U I) 

dasjenige, welches aus J„, entsteht, wenn m durch m— 1 ersetzt wird. Man 
nimmt nun die Formel (51.) in dem Fall, dass m— 1 für m eintritt, als 
richtig an, d. h. man setzt die Gültigkeit der Gleichung 

voraus und zeigt, dass dann für J^ der Ausdruck (51.) erhalten wird. Hier- 
durch ist die genannte Formel allgemein bewiesen, da sie für i» = 1 (sowie 
auch für m = 2) bekannt ist. 

Wird in S^ für (1— «i«2.«.0''* ^^^ Reihenentwickelung 

l-(C)l«l«2...«m+(Ü2«l«2.-*m Vi^^Y {Qv9W2...8l+ '^' 

substituirt, so trennt sich in der Reihe, die für J„, entsteht, bei jedem ein- 
zelnen Summandus das in Bezug auf die Variable s^ zu nehmende Integral 
als Factor ab. Der allgemeine Term der Reihe wird gleich dem Product aus 

(-i)''(ü. A*^'''"'^^-*-)*'""'"'*- = (-i)*'(o.^(*..-i,Ä„,+v) 



und dem (ffi-l)-fachen Integral 
in welchem 

@; = *;'+*--^-+*— ^■^'-^^-'(i-*,)'.-^ 

und für 1 = 2, 3, ... m— 1 

@; = «^■'**+^-'-'--'*--^-'*-^''-'(i-*.y'-^~\i-«,*2..^ 

gesetzt ist. Dieses (in— l)-fache Integral wird mit dem obigen Integral J^_^ 
identisch, falls man in letzterem die Constante ä^^j durch &^_i+ä^+v er- 
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setzt, dasselbe ist also nach der Voraussetzung gleich dem Ausdruck: 
Für J^ ergiebt sich hiemach, wenn zur Abkürzung auch die Bezeichnung 

Jm-2 = JB(*M ^2)£(&2, ^l+i2)^(*3, «2+^3) ...ß(Ä«-2, «m-3+^m-2) 

angewendet wird, die Gleichung 

J.n = Jn.^2'2 i-V)\l,XE{k„,^u hJry)E(k^^^+k„c\'V, x,,^^+K.-i) 
oder, wegen der Formel (18.), 

Hierin ist aber die Summe in Bezug auf den Index v^ da x^ statt Ä^-i + Am + ^m-2 
geschrieben werden kann, gleich der hypergeometrischen Reihe zweiter 
Ordnung 

i^(Xm4" ^m— l) ^(Xm"H ^m-1 + Im — ^m ) /X^^"^ ^w>— l) iT ^X„t^i -}" ^w) 

Indem man für E(k„,_^^k„) und E(k^^^-\-k„,^x„,^2-\-K-d ^^^ Quotienten 

'ß'k»w-i"T'»//i^ '^m-2-r'''m-iJ — TTx 4->L — ^ 

einsetzt, findet man 

I ^ I r(fc,n-i)r(x„,-2+^m-i) r(*;,)r(xn>-t+^m) 
" "-' r(x„,_i+A^-0 rcx„,+^) 

d.h. 

7„, = E(&„ iO^(*2, X, + i2)ß(&3, ;f2+^3)...ß(Ä., ^m-l + O, 

wie behauptet wurde. 

Für iw = 3 erhält man aus (51.) die Gleichung 

(52.) f's,dsj's,d8,f's,ds, = £(&„ /0£(&2, Ä,+/,+ii)£(&3, &,+/f2+/,+4+4), 

U 

wo S,, Sj, S3 die Functionen 

s, = ^.+*.+*-^ (i-^O'-'S s, = ^+*-^ (1 -*2)*'-Xi -*i*2)S 

S3 = ^-xi-0*'"'(i-^i^20'^ 

bedeuten. 
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§ 7. 

Für die Grenzen g^^ ... A3 des dreifachen Integrals (47.) ist im § 5 
eine Anzahl von Werthen ermittelt worden, durch deren Anwendung sich 
im Ganzen 66 verschiedene particuläre Lösungen der Differentialgleichung 
(44.) ergaben. Es sollen nun unter letzteren die Hauptintegrale für die 
Gebiete der singulären Punkte ausgesondert werden. Für die Grenzen 
^3, A3 der Integration nach w hat man (in Analogie zu § 1 und § 4) die 
Regel zu befolgen, dass, wenn der Ausdruck (47.) eine Hauptlösung im 
Gebiet von a; = , x = 1 oder o? = 00 sein soll , entweder der betreffende 
singulare Punkt und der Werth x oder aber die beiden übrigen singulären 
Punkte für gr,, A3 gesetzt werden. Die Grenzen gfa, fh erhalten nach § 5 
die Werthe 1, u>, wenn g^ oder A3 gleich 1 ist; findet letzteres nicht statt, 
so hat man bei den Hauptintegralen die Grenzen ^2? Ih entweder gleich 
dem betreffenden singulären Punkt und dem Werthe w, oder gleich den 
beiden anderen singulären Punkten zu nehmen. Die entsprechende Regel 
gilt auch für ^1, Ai, wenn man w durch e ersetzt und den Umstand be- 
rücksichtigt, dass gi und Ai die Werthe 1 und v haben, sobald ^2 oder A2 
gleich 1 ist. 

Die obigen Regeln lassen sich kurz zusammenfassen. Tritt bei dem 
Ausdruck (47.) der Werth 1 als Grenze für eine Integration auf, so sind 
für die vorhergehenden Integrationen die Grenze 1 und die variable Grenze 
anzuwenden; denn sonst wäre (nach §5 und §2) das Integral (47.) keine 
Lösung von (44.). Im Uebrigen sind, wenn der Ausdruck (47.) ein Haupt- 
integral für das Gebiet eines singulären Punktes sein soll, für jede der 
drei Integrationen entweder dieser singulare Punkt und die variable Grenze 
(d. h. X, w, f?) oder die zwei anderen singulären Punkte als Integralgrenzen 
zu wählen. 

Hiemach werden die Hauptintegrale der Differentialgleichung (44.) 
in der Umgebung des Punktes a: = durch die vier Ausdrücke 

\f dw Hdv r^du, f'dwf dvT^du^ 

(53.) 

f dw n dx> f ^du^ f" dfD n dx> r ^du^ 



I) 1 U 



in denen ^ die Function (48.) bedeutet, angegeben. Ferner sind 
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(54.) 



f^ du>n df>r <? dUy r dwf dv r^du^ 

Uli «(II 

I dw f^dv f ^du, j dvD n d%) j ^du 

V*QQ 90 (j OD 00 00 

die vier Hauptlösungen im Gebiet von a? = oo. In der Umgebung des 
Punktes a; = 1 ist der Ausdruck 

(55.) r^^r^'^^r ^^^ 

1 1 1 

das einzige mehrdeutige Hauptintegral der Gleichung (44.). Da in diesem 
Bezirke, wie aus der Form der Coefficienten von (44.) unmittelbar folgt, 
drei von einander unabhängige eindeutige Particulärlösungen mit den An- 
fangsexponenten 0, 1 und 2 vorhanden sind, so lassen sich daselbst weitere 
Hauptintegrale nicht angeben. Jedoch zeigt sich, dass die zu (26.) analogen 
Integrale 

(56.) f"(w-xy^w^-' Wdw, 

u 

in denen für W ein Hauptintegral der Differentialgleichung (43.) im Gebiet 
von «? = oder von «? = oo eingesetzt wird, sich durch Anwendung ein- 
facher Substitutionen auf die Grenzen und 1 bringen und in convergente, 
nach positiven Potenzen von x—1 fortschreitende Reihen entwickeln lassen. 
Die Integrale (53.) und (54.) liefern hypergeometrische Reihen vierter 
Ordnung. In das erste der Integrale (53.), welches bei x = eindeutig 
und stetig ist, fahrt man statt u, v, to neue Variablen u, t), tu ein mittelst 

der Gleichungen 

111 

U = ~zi -— , V = -z — , IT = 



1— UÖti) ' 1— Ott) ' 1-ti) ' 

wodurch das Integral in 

(-,l)a+T-/?-ry'to^+^+^-^-^-^-^(l-to)''"-'[l-a:(l-to)]-^rftt) 



u 



x/'ö? +"-"-''-• (1 - 0)^-''-' (1 - ö Jt»)''-^dl) /"u?-"-' (l-u)"-''-' (l-uütoy-'dü 



U U 



tibergeht Entwickelt man [1— a?(l— tt))]"^ nach dem binomischen Satz, 
so entsteht aus dem letzteren Ausdruck die Reihe 
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in welcher die Grösse S2y mit dem Integral (52.) übereinstimmt, wenn 
in diesem 

genommen wird. Indem man für £2^ den in (52.) angegebenen Werth 

^ ^^ / v> 1/ \j9 '^ paT((>+l)(a+l)(T+l)...(p+i'-l)((j+i'-l)(T+y-l) 
substituirt nnd für das obige Integral (53.) die Gleichung 

(t, « u^y-r-i ^u - f>y-^-' = (- 1)<'+^-''->' (tr - 1?)^-'^-^ (t? ~ ii)^-''-^ 

benutzt, gelangt man zu der Formel 

(/'(»-.)-v-'d»/"(«,-.r'-r-*/v.)-'-v-'(.-ir-*. 

1 1 1 

= E(a, Q-a)E{ß, a-(^E(y, T-y)F(a, ß, y, 8; q, a, r; aj), 
in welcher 

F(«, ßy r, <^» Q, o> f »• «) 



(57.) 



~ -^"^ l.ßor ^"^ 1.2.ß(p+l)o(ff+l)r(r+l) '^ "^ 



(58.) 

gesetzt ist. 

Unter Berücksichtigung der Gleichtmg (s. die Einleitung) 

ru)^-\i-tDy-^-^dwf\^^{\-vy-^-^dvßu''-\i-uy-''-\i-uvu)xyUu 

(I u <) 

= E(a, Q-a)EQi, o^ß)E(y, T-y)F(«, /3, y, cJ; p, a, t; a?) 

und der Formel (19.) findet man, dass die übrigen drei Integrale (53.) sich 

durch die respectiven Substitutionen 

1 1 w. 

u = -z -, c = "1 — — , fr = jJtt), 

1— u ' ' 

ti = a:ut}tt), t? = art)rü, ir = xlü 
in die Ausdrücke 

Const x'"F(a-T+l, ß-r+1, y-r+1, (J-t+I; 2-t, p-r+l, a~r+l; o?), 

Const.a:'"^F(a-a+l, /?-a+l, y~a+l, (J-tr+l; 2-a, p-a+1, r-a+l; x), 

Const ir'-^F(a-(> + l, /3~e+l, y-ß+l, <^-(>+l; 2-p, ^^p + l, r-p+l; j:) 
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verwandeln. Auf die vier Integrale (54.) werden beziehungsweise die 
Substitutionen 

fi = l— utJtü, <? = 1— t)tü, fr = l— tu, 

fi = l-ut), f? = l— t), ir = 



XXX 

u = — — , t? = -— , f r = 



angewendet, durch welche sie in die Reihen 

Consta:-^ f((T, S-q+I, (T-a+1, c^-r+l; cT-a + l, c^-Z^+l, (T-y+l 

Const. xr^ f(^y, y—p+1, y— a+l, /— t+1; y—a+l, y— /9+1, y— J'+l 

Consta^-^F(/?,/?-e+l,/i-a+l,/?-r+l;/?-a+l,V-y+l,/?-(y+l 
Const. (r"^F(a, «-p+l, a — (T + 1, a— t + 1; a— /3+1, a — y+1, a— cJ'+l 



1). 



tibergehen. 

Aus dem Integral (55.) entsteht, wenn man 

fi— 1 = (x~l)ut)ttJ, v—\ = ((T— l)t)tu, fr— 1 = (x—\)xo 

setzt und die Formel (18.) anwendet, eine Reihe von der Form: 

Const. (a:-l)^+^+^-'^-^-''-^|l+Ci(a:-l)+C2(ir-l)'+-I. 

Auf die Integrale (56.) tibertragen sich die Schlussfolgerungen, welche sich 
im § 4 flir die Integrale (26.), resp. (32.) ergaben. In Betreff der Sub- 
stitutionen, durch welche man in die verschiedenen Integrale (56.) neue 
Variable einftihrt, wird auf § 13 verwiesen. 

Auf die Differentialgleichung (44.) können, von gewissen Ausnahme- 
fällen abgesehen, die Gleichungen von der Form 

reducirt werden. Denn an Stelle der sieben Constanten ai, ... a«, 6i, ... 63 
lassen sich nach Auflösung zweier algebraischen Gleichungen dritten und 
vierten Grades die in (44.) enthaltenen sieben Constanten a, /?,... t 
einführen. 
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(59.) 



Im Folgenden soll die Differentialgleichung nter Ordnung 



= 



in ähnlicher Weise wie die speciellen Gleichungen für » = 2, 3, 4 behandelt 
werden. Die 2»— 1 Oonstanten Oi, . . . a«^ 6i, • . • 6«-i sind durch algebraische 
Gleichungen mit 2«— 1 anderen Constanten cci, ... «,, pi, ... p,_i ver- 
bunden, von denen die Parameter der hypergeometrischen Reihen »ter Ord- 
nung, welche der Gleichung (59.) genügen, linear abhängen. Die letzteren 
Reihen sind nach Hinzufttgung je eines constanten Factors identisch mit 
(«— l)-fachen Integralen, die analog zu (16.) und (47.) gebildet sind. In 
den Beziehungen der verschiedenen, bei diesen Rechnungen vorkommenden 
Constanten zu einander treten gewisse ganzzahlige Coefficienten auf, die durch 
eine bekannte Formel der Theorie der analytischen Facultäten definirt 
werden, und die hier durch den Buchstaben d mit oberem und unterem 
Index bezeichnet werden sollen. Um die Differentialgleichung (59.) auf 
eine Gleichung von derselben Art und von der Ordnung n—1 zu reduciren 
(wie im Vorhergehenden die Gleichung (14.) auf (12.), und die Gleichung 
(44.) auf (43.) zurückkam), hat man lineare Functionen ßi, Qi^ ... zu be- 
handeln, die für « = 4 in (45.) angegeben wurden, und in deren Coefficienten 
jene ganzzahligen Constanten dip enthalten sind. Zur Durchführung der 
Rechnung werden mehrere Formeln, die für die Grössen dif^ gelten, benutzt; 
diese sollen zunächst abgeleitet werden. 

§ 8. 
Nach (37.) wird, wenn z eine beliebige Grösse und m eine positive 
ganze Zahl ist, durch [»]„, die ganze Function mten Grades von ss 

Mm = Ä(«-l)(3-2)...(3-m+l) 

bezeichnet, femer durch [a}, der Werth Eins. Ist nun p eine positive ganze 
Zahl, so lassen sich, nach einem bekannten algebraischen Satze p+1 Coef- 
ficienten 

derartig bestimmen, dass die Gleichung 



(62.) 



\P 
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(60.) if = d;(rt+rfCp)[a_i],+rf(rt[,_i]^+...+rf{p)(;j_l]^^+...+rf(rt[g_l]^ 

für jeden Werth von s erfUUt ist Man findet sofort die speciellen Werthe 

(61.) d;{''>=l, rf.^"^ = 2"-!, d^^=l, rfoi) = -PCMiII, 

die sich ergeben, wenn man 3=1 und s = 2 nimmt, resp. die Factoren 
von ä' und a'"* in (60.) betrachtet. Allgemein besteht für m ^ /» die 
Gleichnng 

W» l •••+(-l)'»-'(m)„._,2''+(-l)'»P I 

= -[4: 1 (-D'C-M'» -*•+!)' = -[4: 1 (-ir-c-K'+i) 

wo (m), den Binomialcoefficienten ^^^~^ j ''^^""*"^ ^ bedeutet. Die Formel 

(62.) beweist man nach Clausen*)^ indem man in der Gleichung (60.) die 
Grösse z successiv gleich 1, 2, ... m+l setzt und die hierdurch entstehen- 
den Gleichungen addirt, nachdem man sie respective mit den Constanten 

(-1)% (--ir'\m\, (-l)--^(m)„ . . . -'(iii)_„ (mX 

multiplicirt hat. Dann werden die Factoren von d^^\ rf/^\ . . . dj;!li gleich 
Null wegen der Formel 

l-(&),+(Ä),~(&)3+-+(-l)*(Ä). = 0; 

und da der Factor von rf^/*^ den Werth 1.2. 3. ..m^ = [m]„,, annimmt, und 
die Grössen rfi^\, . . . d^''^ in den erwähnten m+l Gleichungen überhaupt 
nicht vorkommen, so gelangt man direct zur Formel (62.). 
Es besteht sodann die Relation: 

(63.) d^,r' = (m+l)d^„r+d!;n^. 
Denn die rechts stehenden Summanden haben nach (62.) die Werthe 

sodass, wenn man in der letzteren Summe 

k = f-1, [m-l]„,_i = — [m]„, 



*) Clausen, „Beweise der ersten Sätze der Theorie der numerischen Facultäten", 
dieses Journal, Bd. 7, pag. 234. 
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setzt, die Gleichung 

= -f^j- \(m+iy^'+'I(-iy[(m+l)(m),-m(m-iy,](m-i+iy\ 
erhalten wird. Aber da 

(m+l)(«),-i»(«i-l).._, = "♦('»-^^^•^•^^-*+l) (m+1-0 = (ml(m-i+l) 

ist, so ergiebt sich, wie behauptet wurde, die Formel: 

(m+i-)dj,r'+d!,r2, = -j^ S"(-i)'(«»),(«i-i+i)'+' = rfir'^ 

Bei den Coefficienten dj;!^^ ist, da sie durch die Gleichung (60.) be- 
stimmt wurden, der untere Index m kleiner als der obere Index p oder 
ihm gleich. Es soll nun, unter der Voraussetzung, dass m und p positive 
ganze Zahlen oder gleich Null sind, die Definition der Grössen d^^^ auch 
auf den Fall, dass m^p ist, ausgedehnt werden. Man definirt die Grössen 
dj„^^ für m > p durch die Gleichung (62.). Der obige Beweis der Relation 
(63.), welcher nicht nt^p voraussetzte, gründete sich ausschliesslich auf 
die Gleichung (62.). Daher gilt die Formel (63.) auch für diejenigen Aus- 
drücke (62.), bei denen der untere Index grösser als der obere ist Aus 
(63.) folgt aber: 

(64.) rfi.^^ = für m>p. 

Denn für f?i = p+l lautet die Gleichung (63.) 

und da die Zahl p+2 von Null verschieden, und die Grössen d^^^ und 
rf[,ff^ nach (61.) gleich Eins sind, so ergiebt sich allgemein rf^^\ = 0. 
Analog schliesst man für w = p+2, p+S etc. Ist für ein bestimmtes 
positives t und ein beliebiges p die Grösse dj;^] gleich Null, mithin auch 
rfjj|'+jl} = 0, so folgt, wenn m=p+i+l gesetzt wird, aus der Gleichung (63.) 

di;^j:t\ = (p+i+2)rf;?Ui+rf^;^ 

dass auch rf^^^^+i für ein beliebiges p verschwindet Daher ist di''^ = 0, 
sobald m eine grössere positive ganze Zahl als p bezeichnet — Man kann 
wegen der Formel (64.) die Gleichung (60.) als eine von selbst abbrechende 
Reihenentwickelung der Potenz z^ auffassen. 

Die Formel (63.) beweist, dass die Coefficienten rf^^^ ganze Zahlen 
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sind. Denn wenn man dem Index p nach einander die Werthe 1, 2, 3, . . . 
giebt, so ist jeder Coefficient dll^^ durch die Coefficienten mit kleinerem 
oberen Index ausdrttckbar, ohne dass hierbei Nenner auftreten. Gleichzeitig 
kann man die Formel (63.) für die numerische Berechnung der Coefficienten 
d},f^ mit Vortheil benutzen. Die Tafel der Coefficienten rf^/"^ beginnt, wenn 
man die oberen Indices den horizontalen, die unteren den verticalen Reihen 
entsprechen lässt, in folgender Weise: 





m — O 


m- 1 


ro — 2 


m — 3 


m — 4 


m — 5 


»» — 6 


m = 7 


p = 

























p = l 




1 




















p = 2 




3 


1 

















p = 3 




7 


6 


1 














p_4 




15 


25 


10 


1 











p = 5 




31 


90 


65 


15 


1 








p=6 




63 


301 • 


350 


140 


21 


1 





p = 7 




127 


966 


1701 


1050 


266 


28 


1 



Mit Hülfe der Gleichung (63.) geht man von einer beliebigen Horizontal- 
reihe zur nächstfolgenden über. — Gewisse der Coefficienten rf^f^ lassen sich 
in kürzerer Weise als durch (62.) ausdrücken; ausser den bereits in (61.) 
erwähnten Werthen ist z. B. 

Bei der Ableitung einiger weiterer Formeln für die Coefficienten rfj,f^ kommt 
ein einfacher Satz über Doppelsummen wiederholt zur Anwendung. Hängt 
eine Grösse /"(&, /) von zwei Summationsindices k, /ab, so besteht die 
Gleichung : 

(65.) S'SVc*. = 2:ÜV(*, 0- 



k=rr t=k 



l=r *=r 



Denn sowohl k als / nehmen im Ganzen die Werthe r, r+1, ... s an, und 
es ist l^k. Statt also jedesmal mit einem Werthe von & alle Werthe von 
/ zu verbinden, welche grösser als derselbe oder ihm gleich sind, kann man 
mit einem bestimmten Werthe von / alle Werthe von &, welche kleiner als 
dieser oder ihm gleich sind, combiniren. — Sind die Grenzen der zwei 
Summationen von einander unabhängig, so lässt sich die Summationsfolge 
ohne Weiteres umkehren, d. h. es ist: 
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(66.) 5'SV(&, = 5'SV(*, 0- 

krsp l=r l=r *=p 

Ferner möge an den Satz aas der Theorie der Binomialcoefficienten 

(67.) (q)Mq)r-i = (.q+l)r 
erinnert werden. 

Durch die Gleichung (63.) wird der Coefficient rf<f+*' auf rfjf> und 
d^^i zurückgeführt. Man kann in ähnlicher Weise die Grösse (4Vi*^ durch 
dL"', <ftr", tf,r''\ • • • ausdrücken. Es besteht nämlich für p ^ i» die 
Gleichung: 

Kf+v^ = <e>4-(p+i).*'-^>+(p4-i).<e-^>+- 

•••+(p+i)p_„_.«e+»4-(p+i)p-„<e^ 



(68.) 



y=0 fi==m 



Um dieselbe zu beweisen, transformirt man die rechts stehende Summe zu- 
nächst in der Art, dass man die analogen (zui^=jö— i»+l, ... p gehörigen) 
Tenne 

welche nach (64.) identisch Null sind, hinzufügt; sodann werde, nachdem 
v=p—k gesetzt ist, die Gleichung (62.) angewendet, und in der entstehen- 
den Doppelsumme die Summationsfolge nach (66.) geändert. Auf diese 
Weise ergiebt sich: 

,.=0 y=() *=(! '^ 

= Ti^ 5(p+l)p-;iVl)'(m)..(m-t+l)* 
= T^'?(-l)'('»)-|>+a-*('»-«+l)*- 

\/'*jm 1=0 Jb=0 

Den Binomialcoefficienten (p+'^)p-k schreibe man (p+l)k+v Ferner ist 

("•)• / I IN 'w(m— l)...(m— 1+1) 1 . I IN/ • I IN 

M: = ^"'+^^ 1.2...(>.+ l).1.2...i = [m+lU. («'+l).-(«-«+l), 

sodass die Gleichung 

'T\p+l\dL^'' = rm4-n '^>iy(>»+l).S>+l)..H,(m-«+ir^ 
entsteht. Aber der binomische Satz 

(l+M)'^' = l+(p+l)iil/+(p+l)2itf^+-+(p+l)p^iitf''^^ 
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ergiebt für ilf = fii— t+l: 

S:'0+i)*+i(fii-f4-ir^ = (,„-.t+2)''+^-i. 

Also ist: 

'T"(p+l),<r'' = r,\. f J(-l)'(m+l).(«-t-+2)'+'-'3'(-l)'(m+l)| 

väII {/"'T ^jm+l »=0 »=0 ' 

In der ersten der rechts stehenden Summen würde zu « = m+1 der Term 
(_-l)»»+i gehören, und dieser wird gerade durch die zweite Summe ge- 
liefert, da 

• 

ist. Hierdurch gelangt man zu der erwähnten Formel: 

SchafiFt man in (68.) den ersten Summandus der rechten Seite nach 
links, so entsteht, nach Berücksichtigung von (63.) und nachdem p durch 
p+1 ersetzt ist, die weitere Formel: 

f(m+2)rfiVi'^ = (p+2)i4''^+(/i+2),4^--^>+---+(p+2),..^,rfW 

= 2 (;»+2X+id<r'>. 



(69.) 



Suhtrahirt man ferner die Gleichung (68.) von (69.) und setzt nach (67.) 

(p+l),+x flir (p+2),+,-(p+l)„ 
so hat man die Gleichung 

i(»i+i)d('^.v> = (p+i).rfi''^+(p+i)34'-*^+-+(/»+a-„+i«e^ 

y=ip—m 

= 2 (p+l),+,rfi.''-''>. 



(70.) 



Die Formeln (68.), (69.), (70.) gestatten eine erhebliche Verall- 
gemeinerung, indem ähnliche Ausdrücke, wie sie hier für rf^+i^^ gefunden 
wurden, für den Werth rf^^^V^ gelten, während s eine beliebige positive ganze 
Zähl ist. Die neuen Gleichungen, für welche ein Inductionsbeweis gegeben 
werden wird, unterscheiden sich von den obigen hauptsächlich dadurch, 
dass die Summanden der rechten Seiten je zwei der Grössen d als Factoren 
enthalten. Es soll mit derjenigen Formel begonnen werden, welche für 
* = 1 in die Gleichung (70.) übergeht. Dieselbe lautet: 
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y=p—m 

= i: (p +*).+, dir '>et-'^ 



y=0 



Man nimmt auch hier p^m an, da für p<im beide Seiten der Gleichung 
identisch Null sein würden. Für s=l sind nach (61.) die Coefficienten 
j(s+y-i^ gleich Eins. — Man setzt die Gleichung (71.), während m und p 
beliebig bleiben , für einen bestimmten Werth 8 = q als gültig voraus und 
zeigt, dass dieselbe dann auch für 8=^ q+l in Kraft ist. Hierdurch ist der 
allgemeine Beweis der Gleichung erbracht, da sie für 8=1 gleichlautend 
mit (70.) wird. 

Wenn in (70.) die Zahlen m und p durch m+q und p+q ersetzt 
werden, so ergiebt sich: 

Nachdem diese Gleichung mit ^ (f^+g)q multiplicirt ist, wendet man die 

Gleichung (71.), welche für 8 = q und für beliebige Werthe von m und p 
(also auch für den Fall, dass p—k an Stelle von p steht) vorausgesetzt 
wird, auf die Grössen rfi^~*^*^ an, wodurch 

y=p—k—m 

oder, wenn v^l—k, k+v = l gesetzt wird, 
erhalten wird. Die obige Gleichung laatet dann: 

i k=-p — in l—p — m 

i: (p+q+i\^^ i: (p-k+qX+,.,d<r"d^,n'-'-'' 



•I {rrp-m k=l 



oder nach Formel (65.) 

(m+?+l),,xrfi%V^ = j^ £ 4^"\^/p+?+l)..i(;^-Ä+9),^...rf<i| 
Nun ist 

rn-U/i-^-n rn k4-n^ - (P + ^ + ^XP+<l )-( P-^ + g-^ ^) (p-^+g)»»»(p-/+l) 

(.p+q+i)k^i{p-f^+q)q^i-^k - u::.(k+i) i.2...cg+/-Ä) — 

- r«-^n4-n (g4-/-/^+i)(<y+/-^+2)...(g+/+l) _ /„ , ^ , IN rn-i-u 1^ 
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sodass die Gleichung 

entsteht. Aber die Formel (69.) lautet, wenn daselbst m durch q—1 und p 
durch g+l—1 ersetzt wird, 



(72.) J 



also gelangt man zu der Gleichung 

(»»+?+i),+.dJÄV-.'' = '^i7"(f>+9+i)^+.rf,?-''rf'/+^ 

welche mit (71.) für s = q+l identisch ist. 

Dieselbe Methode soll für den Beweis der weiteren Formel 

(«i+*+l).di';V' 

= (p+*+i).rf,i''ei'^4-(p+»4-i).+,rf<r'^e\+(p+»+i).+2<''-^'et''+--- 
.•.+(p+»+i).^,_„,_,e+''et''-"'-''+(p+*+i).+p-.«e^et'"-''*-'' 

= -s (p+»+i).+,d,',r'''et'-'\ 

die für Ä = 1 in (69.) übergeht, angewendet werden. Unter der Voraus- 
setzung, dass die Gleichung (72.) für « = qr bestehe, weist man ihre Gültig- 
keit für 8 = q+l nach. Die Gleichung (69.) lautet, wenn die Werthe p+q 

und m+q statt p und m geschrieben, und die Factoren —rr(fn+q+l\ 

hinzugefügt werden, 

1 k=p'—m 

= -^+r i, (/'+9+2)*+.(m4-9+l),rfÄ- 
Die für « = 5 vorausgesetzte Gleichung (72.) liefert nun die Werthe: 

(i»+?+i),rfÄ-;*+'' = £ (p~k+q+ix+Ar'-''diir-'' 

Indem man dieselben substituirt und die Formel (65.) anwendet, findet mau 
die Gleichung 
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oder, da nach der oben ausgeführten Rechnung 
und nach (69.) 

ist, die folgende 

(m+9+2),^,dir/.V^ = 'T''(p+9+2V,,,rfrorf(^+'^ 

welche in der That mit der Gleichung (72.) für g = q+1 identisch ist 
Letztere ist somit allgemein bewiesen. 

Subtrahirt man die Gleichung (71.) von (72.) und setzt nach (67.) 

(fn+8+l)-(m+8), = (m+s)^,, (j»+«+l),+K-(p+*),+r = (/?+*),+,.-i, 
so erhält man die Formel 

(73.) (m+0.-irfÄV^ = '^T\p+s\^r^^d^r'''dy^^-''\ 

in welcher, wie in (71.) und (72.), die positiven ganzen Zahlen m, p, s 
bis auf die Bedingung p^m beliebig sind. Für « = 1 geht die Gleichung 
(73.) in (68.) über. 

Mit Hülfe der Formeln (71.) und (72.) kann man gewisse Identitäten 
ableiten, in denen ganze Functionen von z durch die Producte [«— 1]^ oder 
[z\ dargestellt werden, und die in den nachstehenden Rechnungen An- 
wendung finden. Aus (71.) entsteht, wenn man r statt p+s und / statt v-\-8 
schreibt, die Gleichung 



Man füge auf beiden Seiten den Factor [»— l],-i hinzu, summire nach s von 
«=1 bis 8 = r-^m und wende die Formel (65.) an. Dann ergiebt sich 



-ia-i)r«_i" 



£ (m+sid^:i[z^ii_, = 2;^ (O.dr'^^^ev^L^-il 



oder, da nach (60.) 

ist, 

(74.) T'"(m+0,rfi.t[«-l],_, = 2: (r),dir^^z^'\ 






8=r—m l=ir—rn 



Man multiplicire diese Gleichung mit z und berücksichtige, dass 
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ist; ferner addire man links und rechts den Term d^^K Hierdurch gelangt 
man, wenn auch links der Buchstabe / ftlr den Summationsindex angewendet 
wird, zu der Formel 

(75.) £ (f»+0,ei,[4 = £ (r),rfr''«', 
d. h. 

In analoger Weise gebe man der Grleichung (72.), welche für 

p+8 = r, v+s = l 
die Form 



annimmt, den Factor [a— 1],_, und aummire nach « von » = 1 bis » = r— m. 
Nach Anwendung der Formel (65.) erhält man die Gleichung 

'T"(«»+»+i).rff:i.[«-i].-. = 'X(r+i),di:-'> irf;ir.'>[8-ii_x, 

welche (wegen (60.)) in 

(76.) i: (m+»+l).4a.[»-l].-. = -S (r+l),d(r'^»'-i 

übergeht. Indem man mit z multiplicirt und auf beiden Seiten den Term 
(f^^ addirt, ergiebt sich die Formel: 

(77.) £ (m+/+l),rfi:l,[4 = j^^ (r+l),rffr>«'. 
Endlich werde die Gleichung (74.) von (76.) subtrahirt, und nach (67.) 

(m+*+l) -(m+*X = (f»+0.-i , (^+1) -(r> = (r),_i 

substituirt; dann findet man (nach Ersetzung des Buchstabens s durch /) 
die Formel: 

(78.) £ (»»+0*-,rfJ,:l,[a-lki = 2 (r),-»4r"«'-'. 

Auch bei den Gleichungen (74.) bis (78.) kann man die linken und die 
rechten Seiten als Reihen auffassen, welche in Folge der Formel (64.) von 
selbst abbrechen. Die Zahl r ist nach der Voraussetzung grösser als m. 

16* 
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Ausser den Sätzen über die Coefficienten d^f^ wird in den folgenden 
Paragraphen noch eine einfache Formel aus der Combinationslehre benutzt 
deren Beweis hier kurz angegeben werden soll. 

Die Summen der Combinationen der m beliebigen Grössen ij, A^, ... l„, 
zu je 1, 2, ... m mögen respective durch Li, L2, ... L„, bezeichnet werden, 
sodass 

Li = ^1+^2+^3+- + ^,., 



(79.) 



ist. Man nenne ferner x^^ x^^ ... x,,^ die Ausdrücke 

während k ein beliebiger Werth ist. Die Summe der Combinationen der 
m Grössen Xj, X2^ ... x„, zu je 1^ heisse K^; also 

Ay — X^X^» • »Xy \Xy'~\~X^X2» • •Xy,^^Xyl'Y~\~" *» 

Dann besteht für K^ die Gleichung 

...+(m-2),^2&''-'L2+(m-l),,i/r''-^Li+(iiiXÄ% 

in welcher (m— y+l)i, (m— ^+2)2, ... Binomialcoefficienten bedeuten. 

Der Beweis der Formel (79.) ergiebt sich aus der Betrachtung der 
ganzen Function mten Grades einer Variablen ??: 

(^-^i)(^-^)...(^~o = r-kr^'+L^r-'-i^r-'+'-H-^y'L^, 

Wird mittelst der Substitution ri = ^—k die Variable ^ eingeführt, so ent- 
steht die identische Gleichung 

= (,^-Är-Li(^--&)"'-^+L2(^-&r-^-..-+(-ir*L., 

in welcher man die Potenzen von |— A nach dem binomischen Satze ent- 
wickelt Indem die Coefficienten der Potenz 5"*"" auf der linken und der 
rechten Seite verglichen werden, gelangt man unmittelbar zur Formel (79.). 
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(80 



§9. 
Es soll die Differentialgleichnng nter Ordnung 

' I 



+^Q2(x)^+Q,(x)^+Q,y 



= 



betrachtet werden, in welcher pn(^), ... Qi(^) die linearen Functionen von x 
QXx) = x-1, Q^.,(x) = [A,+dtl,'^]x^[R,+dt',''l 

und p(„ -4,, ... -4„„i, fli, ... Ä^_i Constante bedeuten. Die Grössen rfif^ 
sind die in (62.) angegebenen positiven ganzen Zahlen. An Stelle von 
yli, -42, ... -4^-1, Äi, ... Än-i tind von ßo, wofür der Symmetrie halber 
A^ geschrieben werde, führt man 2«— 1 andere Constanten «j, ... «„, 
pi, ... Qn~\ ^iii mittelst der Gleichungen: 

^2 = «i«2+aia3H h«i««+«2«3H httn-l««. 



(81.) 



A = Pü = «l«2«3...an, 

^1 = ei+e2+e3H — f-pn-i, 

Ä2 = pie2+eie3H — hpien-i+e2e3H — he,._2pH-i, 



Die Constanten «i, «2, ... ««, pn • • • Pn-i unterwirft man der Beschränkung, 
dass für beliebige Werthe der Indices fi und v keine der Grössen 



v^ 



P/.— pK, «^— «y^ t>i+e2H f-e«-i-«i-a2 a, 



eine positive oder negative ganze Zahl oder Null sein soll. Abgesehen 
hiervon sind A? ••• A^ ßi? ... Ä»-! willkürlich, also p»_i(a:), ... Qi(x) 
beliebige lineare Functionen von x. Man kann, da dS/^ = 1 ist, die Defi- 
nition von P„(a;), ... Q2(x) in die Gleichung 
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x=n i=« 



(82.) Q^ (x) = xi: di'zi' ^,_, - 2: dit? Ä,_. 

zusammenfassen, wenn unter -4o und /?„ der Werth 1 verstanden wird. Fflr 
y = 1 ist in (82.) der nicht mit x multiplicirte Term durch — Ä«-i zu 
ersetzen. 

Man kann die Beziehungen zwischen den in (82.) ang^egebenen 
Coefficienten von Qy(x) und den Constanten A^^ Äi, ..., resp. «i, Pi, ..., 
noch in anderer Weise ausdrücken. Aus der Gleichung (60.) entsteht, 
wenn man sie mit z multiplicirt, die Formel 

oder, wenn man /?— 1 statt p schreibt, die folgende: 

^p = d^^'^-'^izl+dl^^'^lzl+'^+di^^^^^ 
Also ist: 

Definirt man imn , indem man A} = 1 setzt and den Sammandus A^ hin- 
zufügt, n+l Constanten a<i, Oi, ... a, durch die identische Gleichung 

o,W«+a,_,[s],_,+-+a,[a],+-+a,[a]i+a„ 
so ist a^ für v = 1, 2, . . . n gleich dem Ausdruck 

und Qi, gleich A,. Ebenso sind, wenn man für ein beliebiges s die Gleichung 

r,W._i+r,_,[8],_,+-+r,[a],_,+--f-rj[a],+r, 
aufstellt, die Constanten r,, r,_, , ... r2 durch die Formel 

bestimmt, während ti den Werth Ä^.i hat. Hieraus ergiebt sich (cfr. (82.)), 
dass für y = 1, 2, . . . » 

und Oi) = Qo = A^ ist. Führt man mit Hülfe der Relationen (81.) die Con- 
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stanten «i, pi, ... an Stelle von Ai^ Äj, ... in die obigen Ausdrttcke ein, 
so entstehen die Gleichungen 

((«+«i)(Ä+a2)...(Ä+an) = önW„ +a„>i[Ä],_iH hai[Ä]i+aü, 

k«+ei)(«+pO---(Ä+P«-i) = tnW«-i+r«..iM^2+-+r2[»]i+ri, 

welche wiederum für einen beliebigen Werth von z gelten. 

Auf die Gleichung (80.) wird ein Inductionsverfahren angewendet. 
Substituirt man für y das einfache bestimmte Integral 

(83.) y =y\«-x)""*r''"^-^rrf«, 

in welchem T eine Function von t allein, g constant, und h entweder con- 
stant oder gleich x ist, so ergiebt sich für T eine lineare Differentialglei- 
chung (»— l)ter Ordnung, welche wieder die Form der Gleichung (80.) hat. 
Es seien 2»— 3 Constanten 



An A-2^ . . . -^«-15 «l? «*2? ... Ä«— 2 

mit 2ii— 3 anderen Constanten «1, ... a^^i, pj, ... pi_2 durch die Glei- 
chungen 



(84.) 






«l«2«3...«Ll? 



(>i+e2+(>iH — hpl-2, 

Pipi+pleiH — f-e'ieJ,-2+eiei+-+pl-3eL-2, 



^1-2 = ele2(>3...el-2 

verbunden. Femer definire man Pn_i(0» Pn-2(0i ••• ^i(0 als die linearen 
Functionen von t, welche aus den Grössen Q,, erhalten werden, wenn man 
n, X, A^ Äi, ... durch «— 1, t, Ä^ Äj, ... ersetzt; also es sei 
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femer P^ = Al_i. Dann genügt T der Differentialgleichung 



(85.) 



An~lT di^-'^T dn—^T 



= 0, 



falls den Constanten «1, • . . a^_i, p^, ... pl,_2 die Werthe 
(86 ^ I"* ^ ^i-Qn-i+h ^ = «2-pn-i-l-l, . . . <~i = a^-i-e^i+1, 

lel = Pl— Pn-l+l? P2 = P2— Pn-l+l? • • • pl-2 = P„-2— ^«-l+l 

gegeben werden. — Schreibt man die oben definirten Functionen P„_i(0» 
Pn-2(0, ... Px(0 kurz 

SO ist 

(87.) /?. = T'rf.^!r,^>^:-.-M y. = Trf.^!r.^^ÄU_i für v>l, ^ = äU 

wobei A[^ = Ä', = 1 zu nehmen ist. Die Constanten ß^y y^ genügen den 
Identitäten 

a-'^+Ä;»*-^+-+ßL3Ä+ß:-2 = (a+e;)(Ä+pO-(Ä+ei-2) 

= yn-lWn-2 + yn-2[»]«-3H hy2[«]l+yi, 

wie aus der im Anschluss an die Gleichung (82.) angestellten Rech- 
nung folgt. 

Um den durch die Substitution (83.) vermittelten Zusammenhang 
der zwei Differentialgleichungen (80.) und (85.) nachzuweisen, giebt man, 
in Analogie zu § 2 und § 5, der Differentialgleichung flir y nicht direct die 
in (80.) bezeichnete Form. Es werde vielmehr zunächst die allgemeinere 
Differentialgleichung 



(88.) 



+[(«+«-l),/:'(x)-(a+«-2),r,_.(x)+A-.(a;)]^^ + - 

+[(a+«-lX_,/5— '>((r)-(«+«-2)._,_,/j!.r-'>(ar)+- 

...+(-l)-''-'(«+v),/;^,(x)+(-l)-7,(a.)] -0- + • • • 

+[(a+«-lX_,/<-»'(x)-(a+«-2X_,/<lf)(rr)+... 

•••+(-l)-X«+l)./i(^)4-(-irY.(x)]-^ 
+[(«+«-lX/<->(x)-(a+«-2),_,/irT'^(rr)+... 

...+(-l)"-X«+l),/^'(a')+(-l)"-'(«)i/I(a?)]y = 



.w«9 zur Theorie der allgemeineren hypergeomelrischen Reihe. 129 

betrachtet, in welcher (für &=1, 2, ... n) die Grösse fi,(x) eine ganze 
Function von x des Aten oder eines niedrigeren Grades, femer fl^'^ix) die 
i^te Ableitung von fj,(x) ist, während man durch a eine Constante und durch 
(a+ii— 1)4 etc. Binomialcoefficienten bezeichnet. Ueber die Functionen 

fn(x)j ••• fi(ßö ^^^ ^^^^ ^ w^^^ später derartig verfügt, dass die Differential- 
gleichung (88.) in (80.) übergeht. 

Man setzt in (88.) ftlr y das bestimmte Integral 

(89.) y =^ f\t--xY^%dt, 

9 

in welchem % nur von / abhängt, g constant, h entweder constant oder 
gleich X ist Im Fall h = x wird die Zahl «+«—1 als negativ im reellen 
Theil vorausgesetzt. Dann ist 



wo \a\^ nach (37.) für «(«+!). ..(a+v—l) steht. Die Differentialgleichung 
(88.) verwandelt sich hierdurch in die Gleichung 






9 



A.(x)+/:(x) -^ +r; (x) ^- + . . • 



rf/ = 0, 



ans welcher man nach Anwendung des TViyforschen Satzes nud nach Division 
durch a die folgende erhält: 



[ce+i],t,/*(/-x)-— A(03:rf/-[a+i],t,/*(/-x)-"-^'/;_,(<)2rf<+ 



(90.) 



.V 



9 

+ (- !)"-> f\t - ar)-«-' /; (0 2: rf/ = 0. 



r/ 



lan transformirt nun die einzelnen Summanden dieser Gleichung, mit Aus- 
hme des letzten, durch theiiweise Integration. Es ist: 

9 



m man k—\ Mal theilweis integrirt, gelangt man zu der Gleichung: 

mal für Mathematik Bd. CII. Heft 2. 17 
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(-1) 



,»•-»+ 1| 



Q-x) 



[«+i]ji^.(OS+(«+i]iU(<-x)-^^^ 

+[.+i]t,«-x)>iC!^+...+(,-«r'^2S) 



— a-»+l 




(91.) 



Bezeichnet man also durch M den Aasdruck 



k=2 



+ J5 (-1)-»+' [«+!]+_, (t-xy 

+ . 5" (-1)"-*^' [«+!]»-♦ (f-x)—*-^» '^'^^*^?^ 

Jk=ii— 1 



fc=4 



dt* 



80 entsteht aas (90.) die Gleichung 

M"-'(A(03;) rf"-'(/"n-.(02:) 
+ /"(/— «)"""'• 

+(_i)— > "^'-;7^*^ +•••+(- i)-Y. (03: 






+ 



U/ = 0. 



dV 



^=A 



«=» 



Die hisher beliebige Function % werde jetzt als ein particnläres Integral 
der linearen Differentialgleichung (n— l)ter Ordnung 



itf-HUOZ) d-='(/-^,(OS) 



(92.) 



dt»-> 



de*-' 



...+(_!).— >.^:^fi^C0?l+...+(_l)-7,(<)2; = 



definirt. Femer suche man, wenn für % ein der Gleichung (92.) genügen- 
der Ausdruck gefunden ist, die Grössen g und h so zu wählen, dass 

[MU-[M],^, = 

ist. Dann stellt das Integral (89.) eine Lösung der Differentialgleichung 
(88.) dar. 
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Man schreibe in (88.) a^ statt a, und führe an Stelle von % eine 
andere Function T ein mittelst der Gleichung 

(93.) % = t'^-'^-'^T, 

in der p„_i eine Constante bedeutet. Hierdurch geht der Ausdruck (89.) 
in (83.) über, und es entsteht für T die Differentialgleichung: 

(94.) ^Is\'-IT'''-' ^^(<'''""'^---^f»-n(Or) +(-iy-ir>'-g^-i/;(/)r = 0. 

Letztere kann nun, wie gezeigt werden soll, nach Division mit der Potenz 
^a^-?„_i+i^ durch passende Wahl der ganzen Functionen /i, ... f^ mit der 
Gleichung (86.) identisch gemacht werden. 

In (94.) wird, wenn man zur Abkürzung a statt a^— pn-i schreibt der 

d*T 
Factor von -^-^ durch die Summe 

ar 

{n-i)i — ^jj^z^zi («— ^;. — JP-.-2 h-±c«+i;f — ^^ — + ^A+iW 

angegeben, welche gleichzeitig für 1 = in den Factor von T übergeht 
Man setzt diese Summe, um die Gleichung (94.) in die Gleichung (85.) 
überzuführen, für f = ii— 1, «—2, ... 2, 1 gleich dem Product 

wo ßi und /, die Constanten (87.) bezeichnen. Man nimmt ferner, indem 
man /i„ und y« als die Werthe 

ßu = Po = Al^ij yo=0 

definirt, den CoeflBcienten von T in (94.) gleich (iut'*''^''~^^\ sodass die 
soeben erwähnte Bestimmung auch im Fall t = gilt. Hierduich entsteht 
das System der n Gleichungen 

(«-l).^,^f^-f/;.,(0 = /?„-.f+'->-y,_,<^— ^ 
(»-l)n-3-^^^^-(^-2).^ 

dessen Aaflösang die Werthe 

17* 
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!(«-l)(M-«)/:?,_.-/^,-,| r-'-|(«-i)(6+«-%^,-y._,| «--% 



A(0 = 

fn->it) = l(«-l),[H-«],/?,_,-(ll-2),[* + l|-l],Ä_,+/3^|<- 



—2 



allt;onieiii 



-|(«-l>,[f+«-l],y,_,-(«-2),[«+«-2],y._,+y,_,( «—», etc., 



A(0 = Ä,/*-C,/*-' 



liefert, wo flir Ar = i», »—1, ... 2 

ß* = !i'(-i)"-'(«-i).-*[«+»].-»Ä-., 



(i>5.) 



Js=N 



C» = ^(-l)-*(i-l),_,[t+i_l]^,y,_. 
and 

ß.=-2:(-ir*[*-M],_.Ä_„ 



i-t 



I— n 






C, = J;(-l)""'[*+* -1].-.?'.-. 



I 2 



^^^s^u: i$x. Zum Beweise dieser Gleichungen nimmt man an, daas die 
»lihrskuieu /",, /Ui* • • • A+i die soeben angegebenen Werthe haben, und 
lei^^: ALr ./"« den entsprechenden Ausdruck ab. Da ft durch die Gleichung 



« X 



Jf-i K" "Jk-l -J^m-k-i 






.■Uj^c 



= -1 -\^< .t ;v,/^-0:' ' 2: (-1 ■-*-*> -1X-. 



^-*(''/:(0> 



U -- 4 » l 



dt" 



— * 



. $o erhält m^ui, wenn der Voraussetzung gemäss rechts 
^,?*-C\^*~* substituirt wird, die Gleichung 






n ^r*it:aiis: i?^ i" die Constanten 



ji « 



K= V ^r- <-»r„_iv,>-iö_,Ä,, 



^ =' 



t' = JT .- r-^-\"-r;-:;*-"-i:.-.c. 



* <^\ 



h^sinuftra. ** r'J 



Sabetitukm 
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Werthe (95.) entsteht, die Summationsfolge nach (65.) geändert, so hat man: 



M=i 



ff ^ Z i-iy-'ßi-x 2 (-l)''-*-'(<-l),-^Ot-l)»-i[e+»l-..[*+/«]^-*- 
Aber da 

[*+<].■-«[«+-»]/.-» = («+0(«+»'-l)-(e+-«+l)(«+i»)-(«+*+l) = [*+«■].•-*, 

ci n (u w ~a \\ (u.-\\ - (»-iX«-2)-M(^-i)...fc 

- 1.2... c»-*) i:2~(^-^*) (.«-i;.-*!.»-*;^-* 

ist, so gelangt man zu der Gleichung 
oder wegen der Formel 

J (-lX-*-> (*•-*)/.-* = (f"-&),-(t-&), + (i-&)3-..±(l-&),., = 1 

ZU der folgenden: 

ß' = 1" (-l)"-(i-l),_t[«+»]._»/9.._,. 

i=Jfc-hl 

Ebenso ergiebt sich 

C = S'(-l)'-^(t-l)._.[6+t-l]^*^_a, 

da Ä' in C übergeht, wenn «, ß^^ ... /9„ durch «—1, y^,, ... y« ersetzt 
werden. Der Vergleich mit den in (95.) angeführten Summen, bei denen 
zu « = & die Terme (— l)""*/?jt_i, (— l)*~*yt_i gehören, zeigt, dass in der 
That für A(0 der Werth Ä,/*-C,«*~' gefunden wird. Mithin ist dieses 
Resultat, welches für & = « direct abgeleitet wurde, durch Induction auch 
für & = «— 1, «—2, ... 2, 1 bewiesen. Bei Ci wird, da yu = ist, als 
untere Summengrenze die Zahl i = 2 (nicht i = 1) genommen. Für Ä^ hat 
man gemäss obiger Rechnung den Ausdruck: 



«=» 



1=2 i=\ 

Die Constanten /?^ und y^ hängen, nach (87.) und (84.), von den 
Grössen a',, ... «i,_i, pj, ... pl_2 ab. Statt letzterer sollen mittelst der 
Gleichungen (86.) die Werthe «i, ... a^_i, pi, ... p„.2 eingeführt werden. 
Um die hierauf bezüglichen Rechnungen zu vereinfachen, definirt man 2«— 3 
andere Constanten «!', ... «!,!_,, p'/, ... plU durch die Gleichungen: 
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«; = «;'+!, «; = «;'+!, ... «:., = <'_,+!, ?; = ?;'+!, ... eL2 = e:-2+i 

und nennt in Analogie za (84.): 

-^1 =«i+a2H h«n-n -^2 = «1 «2 +«1 «3 +— , • • . -^n-i = «1 «3 --«i—i» 

1 = Pl +P2 i l-pn-2, Ä2 =9lQ2 +9l (>3 +— i • • . ün-2 = ßl (>2 •..eii-27 

^' = ß,'/ = 1. 

Die Werthe (87.) von ßy, y^ werden zunächst dadurch transformirt, 
dass man die Constanten ^1, ... -41 _i, ßj, ... ß^^a durch Äl^ ... Ä^^x. 
ß", ... ßI,L2 ausdrückt. Die Formel (79.) liefert, wenn daselbst &=1 
gesetzt wird, die Beziehungen 

^u.i = Äu.x f (t+i),^:L,_.+(f+2)3<^.3+.-.+(«-2),.,_,^r+(ii-i),^_„ 
ßu,., = Ä:-.-i+(0iß:-.-2+(t-+i)2ß:u3+---+(i»-3),.,.3Är 

oder, da Ä^^ = ßi' = 1 gesetzt wurde, 

2=11—1 Ä=»-i 

-^n-i-l = -2" (i')A-,'^»-i-l7 ß«_,--i = £ (^-"Va-ißn-i-l- 

A=t 4=t 

Nach Substitution dieser Werthe erhält man aus (87.), wenn die Summations- 
folge nach (65.) geändert wird, die Gleichungen: 

Aber zufolge der Formel (68.) ist 



♦=y psy 



sodass für (iy, y, die Ausdrücke 

(96.) /?,='TVx-a-n y.='Tev'fl:-i-i 

Asy /SSV 

gefunden werden. Dieselben entstehen aus den Summen (87.), wenn man 
die Constanten Äi, ß- durch Ä/, R'/ ersetzt und den unteren und den oberen 
Index der Goefficienten cf um 1 vergrössert — Die Werthe (96.) gelten 
auch für /?«, und y^. Denn aus (79.) folgt 

ßu — Pii = Al^i = Ä^^i+Ä^_2-\ \-Ai +.iV, 

und diese Summen stimmen, da d!t^^ = 1 ist, mit den entsprechenden Aus- 
drucken (96.) überein. Unter y,, wurde der Werth verstanden. 



(97.) 
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Es möge nnnmehr 

Qi = pi— Pn-i? ei' = e2"-e«-ii • • • elU = p«_2— pn-i 

gesetzt werden , wodurch den Gleichungen (86.) genügt ist. Man nennt 
Sil , ... %n-i 7 91, , ... 9l««2 die den Grössen (84.) analogen Combinationen 
von «1, ... a^_i, resp. pi, ... p„_2: 

ä[l = «lH httn-l? 8l2 = «1«2 + «l«3H |-«n-2««-l, • • • 81^-1 = «1 «2-.. ««-1, 

9*i = eiH — f-(>n-2i 9i2 = ei(>2+eie3H — hp«-3e,,-27 • • • 9i«-2 = eie2...(>„-27 

und 810 = 911 = 1. Dann ergeben sich aus der Formel (79.), in welcher 
h = p,_i, y = n—i genommen wird, die Gleichungen 

[ a_- = ^v+(0iP,-i^:-.-i+(t'+i)2ei-i^:-.-2+--- 

•-+(ii-2)_._,e;zrM;' +(ii-i)_.p:zu;;, 

9i._.. = ßv+(f-i)ie,-iß:-,-x+(02ei-iß:U2+--- 

...+(i»-3),_,_,e:irÄr+(ii-2)_-();z«ß;;. 

Die in (81.) definirten Constanten A^^ ... J,, Ä,, ... Ä^., sind mit §(i, . . . S(^_i, 
9li, ... 9l»_2 durch die Relationen 

(98) (^A=2l,+a.2li_i für ^= 1, 2, . . . n-1, A = «.«.-n 
\Ä, = gi,+p,_,gi,_, für i=l, 2, ... «-2, ß„_, = (),_iSi.^2 

verbunden, welche unmittelbar aus dem Begriff der Combination folgen. 
Substituirt man in (98.) für SRa, 91a-i die Werthe (97.) und berücksichtigt 
die Formel (67.), so findet man 

ß,., = ß:u+(i)ien-iß:--.-i+(f-+i)2eLiß:-.-2+--- 

...+(ii-2)._,_,p:zrß;'+(«-i),-.e;itß:; 

für t > 1, während 

ß,_, = (>«-,ß:-2+p'«-iß:-3+-4-e:z?ßr+p;z}ß;' 

ist 



§10. 

Nachdem die in (88.) vorkommenden Functionen ^, ... f^ derartig 
bestimmt worden sind, dass die Differentialgleichung (94.) für die Function 
T gleichlautend mit (85.) wurde, soll nun mit Hülfe der Gleichungen (95.) 
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bis (98.) gezeigt werden, dass nach Berücksichtigung der Relationen (86.) 
die Differentialgleichung (88.) in (80.) übergeht. 

In (88.) ist, wenn /i(x) = ß^^ar^—C^o:*-^ und a = a^ substituirt wird, 

der Factor von -j^- gleich a:''"Vr(^)? wo durch rpy(x) die lineare Func- 
tion DyX—Ey, und durch Z)^, E^ die Constanten 



(99.) 



l—n 



D, = 2:(-i)"-*(«,+Ä-iX._.[*],_,ß,, 

E, = 2"(-l)'-*(«n+Ä-l)t-,[Ä-l]»..,C» 



k=v 



bezeichnet werden. Der Werth E^ macht jedoch hierbei eine Ausnahme; 
denn der Coefficient von -^ lautet (wenn der zu A = y = 1 gehörige 
Summandus für sich geschrieben wird): 

(-i)-Y.(*) 4- J (-i)-*K+Ä-i).-. -^P- . 

woraus für £, die Gleichung 

£, = (-i)->c.+ 2;(-i)"-*(«,+*-i)..-,[&-i]._.c„ 

oder da 

(a.+&-l),_.[Ä-l],_, = («,+*-l),_,(Ä-l)(Ä-2)...2.1 = [«,+&-!],_, 

ist, die folgende 

E. = (-1)"-»C,+ S^( -!)"-*[«.+ ft-l],_^C, = J'(-l)«-»[«.+&-l],_,C, 

erhalten wird. Der Coefficient von y in (88.), welcher \py, genannt werden 
möge, hat den Werth: 



Damit die Differentialgleichungen (80.) und (88.) mit einander identisch 
werden, muss für i^ = 1, 2, . . . n 

sein. Man beweist die Ueberehistimmung von yj^ mit Qy^ indem man die 
Ausdrücke der Constanten Dy und Ey umformt. Da die Rechnungen für 
die Constanten Ey etwas einfacher sind als die auf Dy bezüglichen, so soll 
mit diesen begonnen werden. 

Wenn man in den Ausdruck (99.) der Grösse Ey die in (95.) an- 
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gegebenen Werthe der Constanten C^ einsetzt nnd nach (65.) die Reihen- 
folge der zwei Summationen vertauscht, so findet man für v > 1 : 

Statt (t— !)<_*[€ +t—l],_t kann [t— l]rf_*(«+f— l)<_t geschrieben werden. 
Ferner ist 

[f-l],_.[*-l],_, =(i-l)(i~2)...&(Ä-l)...v= [f-l],_,, 

sodass sich für E^ der Werth 

i=y k=y 

ergiebt. Diese Gleichung gilt auch flir v = 1, falls bei der Summation nach 
f die Zahl 1=2 (statt i = 1) als untere Grenze genommen wird. Denn 
durch El wird die Constante 



E, = (-i)»-i ^^x-ir-^"H-*-i].-iy.-i 



1=2 



+ S^(-ir*[«.4-Ä-i]*-. ^ (-ly-'Ci-i^-ti^+i-ii-.ri-i 



Ar=2 «=Jt 



= ^(-ir^[«+f-i].-i^-i+j[f-i].-iy.-i-g(~ir*(«n+ 

bezeichnet, und da die rechts stehende einfache Summe (nach i) gerade die- 
jenigen Terme enthält, welche in der Doppelsumme dem Werthe k=l ent- 
sprechen, so ist El gleich der Doppelsumme: 

El = !F[i-l],_,y,., S^(-iy-*(a^+/f-lX_,(,+i_l),^,. 
In dem Ausdrucke von Ey werde 

gesetzt, worauB 

folgt. Aber die bekannte Formel 

liefert fUr p = e+i— 1, g = — ««— y, r = i— v die Beziehung 

S'(«+i-l),_»(-««-»')*_, = 'ls\e+i-l')i-r-X-<^n-rX 

Joonuil fnr Mathematik Bd. CIL Heft 2. 18 
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und da durch e die Differenz «n—Pn-i bezeichnet wurde, so entsteht fttr 
V > 1 die Gleichung 

i^y •=1' 

Während 

•=2 

ist Nach Einführung der Werthe (96.) flir die Grössen y<.i erhält man, 
falls v^l ist, für Ey den Ausdruck 

oder, wenn i = /i— 1 gesetzt und die Formel (65.) beachtet wird, den 
folgenden: 

Ey = TrL, !ir(t-i).-.djiir^>[p«li].-.. 

Für £i ergiebt sich die Doppelsumme 

//=2 «=2 

die durch Einführung der Summationsindices /i' = /i— 2, f' = f— 2 in 
übergeht. Nun lautet die Formel (77.) für fw = i^— 2, r = /4— 2, » = (),_i: 
oder, wenn links l^i—y^ rechts l = fjL—% gesetzt wird, 

i=y i=y 

sodass man für i^ > 1 nach abermaliger Benutzung der Formel (66.) zu der 
Gleichung 

Ey = S>r2^> 'Jca-i)^.,e-;ß:L^ 

gelangt. Indem man endlich die am Schluss des § 9 angegebene Relation 
berücksichtigt, gewinnt man für E^ den Werth: 



v=y 
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Der Vergleich mit (82.) zeigt, dass, wenn v > 1 ist, der von x freie Sum- 
mandus der Function tpy(x) mit dem der Function Qy(x) übereinstimmt. 
Dies gilt auch für v=l. Denn wegen der Gleichung 

kann die Constante E^ auf die Form 

gebracht werden, und da nach (60.) 

ist, so folgt: 

In analoger Weise findet man flir Dy, wenn man in (99.) die Aus- 
drücke (95.) der Constanten Bj, einfuhrt und die Summationsfolge ändert, die 
Doppelsumme : 

D = !FÄ-iS(-iy-\«n+Ä-i).-.[*]*-v(t-i).-*[«+fV*^ 

In derselben ist der Factor von ßy^i gleich 1, da für i = v auch der Index 
& nur den Werth v hat. Man bemerke, dass nach (99.) die Grösse D^ 
den Coefficienten B^ nur in dem Summandus (— l)*'"^5i, und der Coefficient 
J5i nach (95.) die Constante ß^ nur in dem Term (— l)"~^/?o enthält, sodass 
/?«, in Dl mit dem Factor 1 vorkommt. Aus diesem Grunde gilt die im 
Folgenden in Bezug auf D^ angestellte Rechnung auch im Falle v = l. 
Man benutzt für i > r^ nachdem (wie oben) 

(a^+ft-l),., = (-l)*-X-a,-v),.„ (f-l),.,[.+f]^ = [e-l].._,(,+f),,* 
genommen ist, die Identitäten 

P-11-.M*-. = (.•-l)(i-2)...&/f(&~l)...(T.+l) = &[i-l]^,_„ 

K-^n-^)k-y = (*-0(-«n-^)ib-y+^(-«n-0*-r 
(-««-^)(-«n-^--l)t-K-l + ^(-«n-^)t-r Air Ä > V, 

y für & == V, 
wodurch für y = 1, 2, . . . « 



=1 



»=»'-f-l t=y 

erhalten wird. Die vorerwähnte Formel {p+q)r = (p)r+-- liefert nun 

18» 
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£ («+t)*-»(-«,-»'-l)»-.-i = (e+«-«.-''-lX-.-i = (-ly-'-'C«.-«- !)<_,_, 

^(«+0.-*(-««-'')*-K = («+«■-«.-»')<-» = (-l)'"'(«,-e-l)<-r 

= (-ly-'Ct»,-.-!).-,, 

sodass sich die Gleichung 

D, = /?^_,+ !F [i-l].-,_i/?._, |a,((»,_i-l)<_,_,+>'[((»._,-l)._„_,+ (e,_i— 1)^J| 

•=»•+1 

oder, da 

[pl(.g)k = (p)k[ql 

ist, 



D, = 2:(»-l)<-.[(»,-,]<-./?*-l + «, 2: (i-l)i-r-,[Qn-l-l]i-r-A-l 

ergiebt. Wenn man hierin für die Grössen /:f,_i die Summen (96.)> in 
denen der Index l durch ^—1 ersetzt werden möge, substituirt und die 
Formel (65.) anwendet, so ist: 

+«« 'F ä:_^ J(t-i),_._,rf^r*^[()._,-i], 1. 

Aber für r = /i— 1, m = i^— 1, a = p„_i folgt aus (75.) und (78.) 

oder, wenn in diesen Gleichungen links /=•— v, rechts l = fi—i^ resp. 
/ = ,u— 1+1 genommen wird, 

!ir(f-i),.,rfj^r^>[p„_0.-. = !F(//-i)^_,d<!r,^>eJfz;, 
«=>' 1=1' 

S'(i-i).._,_,d<<fr'^[c,-.-i].-.-, = Ü"(«-i)^-<efp?iT. 

Indem man diese Ausdrücke einsetzt und (65.) berücksichtigt, hat man für 
Dy die Gleichung: 
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"=" .-. Äff 






oder, da nach (97.) 



I 

ist, 



t=n 



Die zweite Summe geht flir 1 = 1'+! in 



über, sodass, wenn in der ersten Summe der zu i = « gehörige Term be- 
sonders geschrieben wird, die Gleichung 

entsteht. Da nun nach (98.) für i = 1, 2, ... n— 1 
ferner Sto = A = 1 ist, so erhält man die Gleichung 



1=»' 



welche beweist, dass die linearen Functionen \py(x) und Qy(x) auch gleiche 
Factoren von x haben. Also ist flir y = 1, 2, ... «: 

Es bleibt übrig, zu zeigen, dass y/^ = ßo = -^« ist* Durch i//ü wurde 
die Constante 

V^ü = 5'(-l)'-*(«.+&-l),[/r],Ä, 
jt=i 

bezeichnet Dieselbe wird aus dem Ausdruck (99.) der Constante Dy für 
V = erhalten , falls man unter Äo den Werth Null versteht. Daher gilt 
der erste Theil der für D^ durchgeführten Rechnung auch flir 1^ = (unter 
Berücksichtigung des Umstandes, dass die untere Summengrenze hier gleich 
1 ist), und es ergiebt sich: 
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Aber nach (60.) und (97.) ist 

sodass für yj,, in der That der Werth 

gefanden wird. 

Hiermit ist bewiesen, dass das bestimmte Integral (83.) 

y = f\t- 05)"°- f -~^-' Tdt 

9 

eine particuläre Lösung der Differentialgleichung (80.) ist, sobald die Func- 
tion T die Differentialgleichung (85.), deren Coefficienten durch (87.), (84.)7 
(86.) bestimmt sind, befriedigt, und ausserdem die Gleichung 

[M]^-[Ml^, = 

erfüllt ist. Um der letzteren Bedingung zu entsprechen, sollen die Integral- 
grenzen g und h hier derartig gewählt werden, dass die in (91.) angegebene 
Grösse ^ flir t=^g und < = A verschwindet. 



§11. 
Als Grenzen g, ä, welche dieser Anforderung genügen, ergeben sich 
die Werthe Xy 0, 1, oo. Der Ausdruck M, in welchem 

zu setzen ist, nimmt, wie aus (91.) unmittelbar folgt, für / = a? den Werth 
an, wenn die Zahl «„+«— 1 im reellen Theil negativ ist. Unter letzterer 
Voraussetzung darf man also h=^x wählen. Um zu zeigen, dass die Grenzen 
0, 1, oo für (83.) anwendbar sind, integrirt man die Differentialgleichung 
(85.) durch Reihen, Zuvor soll indessen eine kurze Transformation durch- 
geführt werden. 

Nennt man /i(a) und X'iQ^) di^ Functionen 



y=ii— l 



Xi(«) = Ä+/5iM.+A[4+-+/^»-.W»-t= £ ßA^l, 



1=0 



r=l 



so ist, wie im § 9 bewiesen wurde, 
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XiQs) = (»+«D(»+oi)-(»4-al_i) 
= («— (»,-i+ai+l)(«-(»,-i+a2+l)...(a— (),_i+a^i+l). 

In /s(«) sübstituire man die Werthe y„ ans (96.) nnd benntze die Formel 
(65.); dann entstellt die Gleichung : 

Aber da nach (60.) 

v=l 

ist, 80 folgt 

oder, wenn man die Definition der Constanten Äj', ... R'^_.2 i» § 9, sowie 
die Gleichungen (86.) beachtet, 

X2(«)=(»+(>0(«+(>D---(»+pi^2)=(»~e*-i+ei)(«~en-i+('2)...(« 

Fuhrt man in die Differentialgleichung (85.) nach einander zwei Reihen 
von der Form 

ein, 80 werden p und q durch die Gleichungen 

p\ri+r2[p-^]i+r^[p-^2+"'+rn-i[p-i]n^2\ =px2ip) = 0, 

bestimmt, welche, zufolge der erwähnten Transformation von Xi ^^^ X2) 
die Werthe 

liefern. Für die Function 2, =<"*'""^"-^T, ergeben sich hiemach Reihen- 
entwickelangen von der Form 

wo 1=1, 2, ... w— 1 zu nehmen ist. Setzt man statt % zunächst eine 
fieibe der ersteren Art in (91.) ein, so erhält man eine Entwickelung des 

^QsdxQcks M nach steigenden Potenzen von t, in welcher f**""^*^^ die nie- 
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drigste Potenz ist; folglich verschwindet ^ für ^ = 0, wenn der betreffende 
Anfangsexponent «,— p,+l im reellen Theil positiv ist. Wird femer flir 3: 

eine der an zweiter Stelle genannten Reihen substituirt, so findet man #"*^ 
als Anfangspotenz der entsprechenden Entwicklung von M nach fallenden 
Potenzen von t, sodass M für t== oo den Werth Null annimmt, falls der 
reelle Bestandtheil von «< positiv ist Man setze voraus, dass die Un- 
gleichheiten 

welche im Fall complexer Werthe auf die reellen Bestandtheile zu beziehen 
sind, gleichzeitig erfüllt seien. Dann übertragen sich die letzteren Schlnss- 
folgerungen auf das allgemeine Integral der Differentialgleichung (85.) (für 
die Umgebung von t = und für das Gebiet der grossen Werthe von t). 
Man darf also unter der genannten Voraussetzung, während T eine belie- 
bige particuläre Lösung von (85.) ist, in dem bestimmten Integral (83.) die 
Grenzen g und h gleich irgend zwei der drei Werthe x^ 0, 00 wählen. 

Wird endlich die Gleichung (85.) durch eine Reihe von der Form 

integrirt, so ist nur eins der hierdurch entstehenden particulären Integrale 
mehrdeutig bei 1 = 1 ; in demselben sind die Coefficienten bis auf einen ge- 
meinsamen Factor vollständig bestimmt, und der Anfangsexponent hat den 
Werth: 

r = Qi+g2-\ hp»-i— («i+O'iH l-an-i)-l. 

Andererseits bleiben bei Einführung der Reihe 

T = k,+k,(t^i)+k,(t^iy+- 

die «—2 ersten Coefficienten ä^? *i? ••• *n-3 willkürlich. Man setze in 
(91.) für T zunächst das genannte mehrdeutige Integral. Dann nimmt die 
Grösse M, wie man durch Aufsuchen der niedrigsten vorkommenden Potenz 
von t—1 erkennt, für / = 1 den Werth Null an, falls der reelle Theil der 
Constante 

9i+Q2-\ hp»-i-(«i4-a2H [-«n-i)-»+3 

positiv ist. Also darf man unter der Voraussetzung, dass die Constanten 
dieser Ungleichheit genügen, g oder h in (83.) gleich 1 nehmen, wenn da- 
selbst für T das bei dem Punkte t = 1 mehrdeutige Hauptintegral der Diffe- 
rentialgleichung (85.) substituirt wird. 
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Dagegen ist, falls T gleich einer Reihe von der Form 

gesetzt wird, der Ausdruck M für t=^l im Allgemeinen nicht gleich Null, 
sonlern gleich einer Summe 

in welcher x^^ ... x^^2 Constante bedeuten. Also genügt das Integral (83.), 
wenn die Grenze g gleich 1, die Grenze h gleich einem der Werthe x, 0, 
oo genommen, und für T eine solche, bei < = 1 eindeutige particuläre Lösung 
von (85.) substituirt wird, nicht der betrachteten Differentialgleichung (80.), 
sondern (wie aus § 9 folgt) einer nicht homogenen Diflferentialgleichung, 
die aus (80.) erhalten wird, wenn rechts ein Ausdruck 

(in welcheui x[, ... xl^2 constant sind) an Stelle der Null tritt. 

§12. 

Mit Hülfe der vorstehenden Rechnungen findet man (w— l)-fache 
bestimmte Integrale als particuläre Lösungen der Diflferentialgleichung (80.). 
Für « = 3 genügen der letzteren nach (16.) die Doppelintegrale 

y = y^*Vt?2y^'''(t?2-aj)-^'r?^-^«(ri-r2)^'-"'""*«f'"^'(«i-l)^'"'^^ 

99 Ol 

für « = 4 nach (47.), (48.) die dreifachen Integrale 

dvj dv./ 0(ri, f?2, f?3, ic)rff?i, 

93 9i 7i 

in denen ^(t?i, t?2, «3, j?) die Function 

(©3— a:)-''* t??*~?' (f?2— «3)^'""' -^ f?.^-«'' (t?i- ©2)^«-"^-^ «??'-^' (r 1— 1)^»-«'-^ 

bedeutet, während für gr,, A^ theils die constanten Werthe 0, 1, oc, theils 
die variablen x, «27 resp. «3 zu setzen sind. Man nenne für ein beliebiges n: 

*(t?i, t?2, ... t?„_i, X) 

Dann wird die Diflferentialgleichung (80.) durch Integrale von der Form 
(101.) y = / '*'"Vf?„_iy ""Vf?„_2...y '4^(t?i, t?2, ... r„_i, ar)rft?i, 
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in denen die Integration nach v^ zuerst, die nach e^.i zuletzt auszuführen 
ist, befriedigt. 

Zu diesem Resultat gelangt man durch Inductionsschluss. Nimmt 
man an, die Behauptung sei richtig für die Differentialgleichung («— l)ter 
Ordnung (85.), die analog zu (80.) unter Anwendung der Constanten 
«11 Pi7 • • • gebildet ist, so darf man für T, bei passender Wahl der Grenzen, 
das nach ©i, «2, ... t?„«.2 genommene («— 2)-fache bestimmte Integral der 
Function 

setzen. Aber da nach (86.) 

Pl — «i = Pl — «1? • • • Pn-2 — «1-2 = pn-2 — «n-2, —«1-1 = Pn-1 — «n-l — 1, 

«2— Ci = «2— pi, • . . «Li— eIi-2 = a»~i— P«-.2 

ist, so geht das für die Gleichung (80.) ermittelte particuläre Integral (83.) 

y =y*(«-a:)""'»r»"^-^Trf/, 

ff 

wenn t?^_i statt t geschrieben wird, in der That in ein (i»--l)-faches be- 
stimmtes Integral über, in welchem die zu integrirende Function gleich 
^(r, , f?2, ... t?^-!, x) ist. 

Die Werthe, welche man für die Grenzen gi^ Aj, ... gr^i, h^^i des 
Integrals (101.) setzen darf, ergeben sich aus § 11. Als Grenzen g^, h^ 
für die Integration nach der Variablen v^ nimmt man, wenn ä = u— 1 ist, 
zwei der vier Grössen 

0, 1, C», X, 

und wenn /r < w— 1 ist, zwei der Grössen 

0, 1, cc, t?t^,, 

da der Grenze x, welche nach § 11 für die Integration nach t zulässig ist, 
gemäss obigem Inductionsverfahren die Grenze v^^i bei der Integration 
nach Vj, entspricht. 

Die Anwendung der Grenze 1 führt nach § 11 zu gewissen Be- 
schränkungen in Bezug auf die Wahl der übrigen Grenzen. Ist in (101.) 
irgend eine Grenze g^ (oder hf,) gleich 1, so muss für jedes i, welches 
kleiner als k ist, 

g. = 1, A. = t?.^j 

gesetzt werden. Denn die im § 11 für das Integral (83.) abgeleitete Be- 
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dingang, dass die Grenze 1 nur benutzt werden darf, wenn für T die bei 
< = 1 mehrdeutige Hauptlösung von (85.) substituirt wird, ist auf die DiflFe- 
rentialgleichungen niedrigerer Ordnung zu übertragen, welche für die Lösung 
der Gleichung (80.) successiv in Betracht kommen. Aus dem bestimmten 
Integral von der oben erwähnten Form wird aber die in der Umgebung 
des Punktes 1 mehrdeutige Hauptlösung der betreffenden Differentialgleichung 
stets dadurch erhalten, dass man, wie in (22.) und (54.), alle unteren Integral- 
grenzen gleich 1, alle oberen gleich den zulässigen variablen Werthen 
nimmt. Um letzteres zu beweisen, transformirt man das bezügliche («— 1)- 
fache Integral; diese Rechnung ist ausreichend, da n eine beliebige Zahl 
ist Werden in den Ausdruck 

(102.) Jdv^^ij''~^dVn-2/~^dv„_3...j4^(vi, t?^, ... t?,_i, x)dvi 
11 'i 1 ■ 

statt f?i, ... f?««i neue Variable /j, ... /„_i mittelst der Gleichungen 

1?!— 1 = («J2-1)<1, «2 — 1 = (t?3 — 1)<2, . • . »n-2 — 1 = («'»-1 — 1)^-2, 

t?»-!— l=(iP-l)'«-l, 

aus denen 

l?l — JL ^= \X — J.^*x*2»*»'ii— 1? «2 — -^ ^^ \p^ — ■^/^2f3»»»*ji— 1 j • • • 
«n-2 — 1 = (X — I)t^^2tn-.U «»-l"- 1 = (^P — 1)^-1 

folgt, eingeführt, so geht derselbe, abgesehen von einem constanten Factor 
(der gleich einer Potenz von —1 ist), in das Product aus der Potenz 

und dem Integral 



/tV" ^'"^'""•" *""*-'"' (l~/„-2)'"-^^''"-^ "' rf/.-: 



U 



./'eV"'*"-»"'""-"'"-^"'(i-/,-,)"""ajrf/,-, 



u 



über, wo zar Abkürzung 

X = [l+(ar-l)<,/,.../,_,]'^f[l+(a;-l)/a/3...«n-.]"'-^'.-. 

gesetzt ist. Das Integral stellt, da die Grösse X fUr die Umgebung von 
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x=^l und flir die in Betracht kommenden Werthe von <i, ... /^_i als eine 
eindeutige und stetige Function von x anzusehen ist, selbst eine bei x=l 
eindeutige und stetige Function von x dar, vorausgesetzt, dass die Con- 
stanten oti, Qi, ... derartig sind, dass das Integral überhaupt einen Sinn hat. 
Denn wenn die Variable x in ihrer Ebene eine kleine geschlossene Curve 
um den Punkt x^l beschreibt, so behalten die Variablen <i, ... <„_i den 
reellen Integrationsweg zwischen und 1 bei, und gleichzeitig bleibt die zu 
integrirende Function ungeändert. Folglich ist das Integral (102.) in dem Ge- 
biete des Punktes x = 1 mehrdeutig wie die vorgenannte Potenz von x—1. — 
Wendet man auf die Factoren von de den binomischen Satz an, so erhält 
man eine Entwickelung des Integrals (102.) nach steigenden Potenzen von 
a:— 1, in welcher keine anderen transcendenten Constanten, als Ew/ersche 
Integrale erster Gattung vorkommen. 

Unter der beträchtlichen Anzahl verschiedener particulärer Integrale 
von (80.), die sich aus (101.) nach der obigen Bestimmung der Grenzen 
gr., hl ergeben, sind die Hauptintegrale für die Gebiete der singulären Punkte 
hervorzuheben. In der Umgebung des Punktes a: = 1 existiren neben dem 
einzigen mehrdeutigen Hauptintegral (102.) unendlich viele daselbst ein- 
deutige Lösungen; denn bei Integration der Diflferentialgleichung (80.) durch 
eine Reihe von der Form 

y = k,+ k,(ix-l)+k,(x-'iy+'" 
bleiben die n—1 ersten Coefficienten &,„ A^, ... &„_2 willkürlich. Ein spe- 
cielles System derartiger Integrale wird in § 13 einer Umformung unterzogen. 

In der Umgebung des Punktes x = und in dem Gebiet der grossen 
Werthe von x sind dagegen je « bestimmte Hauptintegrale der Gleichung 
(80.) vorhanden. Um diese aus (101.) zu erhalten, hat man die Grenzen 
Qiy hi nach derselben Regel zu wählen, die in §§ 1, 4, 7 beobachtet wurde. 
Abgesehen von der soeben behandelten Beschränkung, zu welcher das Auf- 
treten der Grenze 1 Veranlassung giebt, gilt in diesem Fall die Bestimmung, 
dass bei jeder der n—1 Integrationen für die Grenzen gr,, ä, entweder der 
betrachtete singulare Punkt und die variable Grenze oder aber die beiden 
übrigen singulären Punkte zu setzen sind. Bei den Hauptintegralen der 
Umgebung von x = sind also in (101.) die Grenzen g^^i und A„_i ent- 
weder gleich und x oder gleich 1 und oo, ferner für i<Cn—l die Gren- 
zen gi und A, entweder gleich und Vi^i oder gleich 1 und <x> zu wählen, 
es sei denn, dass gi und A, gleich 1 und t?,^! gesetzt werden müssen, weil 
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ein gi, oder hi, mit grösserem Index den Werth 1 hat. Vertauscht man 
in letzterer Bestimmung die zwei Werthe und oo mit einander, so erhält 
man die Hauptintegrale im Bezirk der grossen Werthe von x. 
Das Integral 

(103.) /^ rft?,.,/'"- Vt?„ _,y "'•" Vt?,_3 . . .f'^dv,, 

111 1 

in welchem ^ die Function (100.) bezeichnet, ist das einzige eindeutige 
Hauptintegral von (80.) im Gebiet des Punktes x = 0. Von den n—1 
anderen Hauptlösungen in diesem Gebiet, die wie Potenzen mehrdeutig 
sind, sei zunächst dasjenige genannt, bei welchem alle oberen Grenzen 
variabel sind, 

(104.) y 'rft?,.iy^'"''i/t?„_y '"""'rfir,_3 . ..J^''4^dv,. 

Die «—2 übrigen, die dadurch erhalten werden, dass man die Grenzen 1 
und oo successiv für die Integrationen nach f?i, »2, ... t?„_2 anwendet, lassen 
sich durch den Ausdruck 

(105.) y rft?„_i/ '^~'^dv,_^..,J'^^^dtJ rf«?;,_y^"'rft?^_2..y'*rfci 

*() 011 i 

darstellen, in welchem für die Zahl/? nach einander die Werthe 2, 3, ... «— 1 
zu setzen sind. Für p = 2 und p = w— 1 soll der Ausdruck (105.) die 
Integrale 

dt>n-.^J dv,_tj dt?,_3...y dvij 0rf©,, 

U (1 U 1 

df>n-\J d'c^^^J df)^^:^J rft?„_4..y *rft?i 

11 1 1 

bezeichnen. 

Die Hauptintegrale, welche zum Gebiet von x = oc gehören, werden 
durch die zu (103.), (104.), (105.) analogen Ausdrücke 

(106.) y'rfi^„-t/''*"Vt^„_.^""-Vr„.3../"* 

011 1 

(107.) y'rf»„-j/'"~v«„_Y''-x_3...yv>rfr., 

X *X X X 

(108.) /'rfr„_j/''-Vr„_...../'''^"rfry'rfr,_/'^'rfr,_..../"*rf«. 
angegeben. In (108.) nimmt die Zahl p wiederum die Werthe 2, 3, ... »—1 
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an. Für p = 2 und p = n—l entstehen ans (108.) die Integrale: 

00 00 00 00 (J 

* 'ü 1 1 1 

Jedes der n Integrale (106.), (107.), (108.) ist mehrdeutig wie eine Potenz 
von X. — Man setzt bei den Integralen, die hier behandelt werden, stets 
voraus, dass dieselben convergent sind. 

§13. 

Die Integrale (103.) bis (108.) lassen sich auf hypergeometrische 
Reihen «ter Ordnung von der in der Einleitung angegebenen Art zurück- 
führen. Zu diesem Behuf transformirt man die (n—l)- fachen Integrale 
durch gewisse Substitutionen, welche bei sämmtlichen n—l Integrationen 
die Grenzen in und 1 verwandeln. ^ 

In (103.) setze man 



d. h. 



»»-1 _ 1 



^i = -^ — in i 1 ^2 = 



1 1 



^i '"-^ ~\ 7^ ; ? • • • ^n-\ — -1 I 



sodass für « = 1, 2, ... i»— 2 



j_ liJt\U^i"*ln'-\dU i_ din-\ 

d^i = "71 — Ti -* — V"? »''«-1 = 



ist. Dann liefert das Integral (103.) den Ausdruck 



WO zar Abkürzung 

^,=(i-/„_o'-^-^'inr'<f'''---"'''^"^""^ 

t=l 1=2 

gesetzt ist. Entwickelt man die von x abhängige Potenz nach dem bino- 
mischen Satze: 
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80 sind in der für das Integral entstehenden Reihe die einzelnen Potenzen 
von X mit (n—l)- fachen constanten Integralen maltiplicirt, welche die in 
(49.) angegebene Form haben und daher gleich einem Product von n—l 
JBJti^ sehen Integralen erster Gattung sind. Man nehme in (49.) 

fn = ti 1, 8i = /»_!, 82 = '»-2? • • • *»i-i = '1? 

»1 = P«~1 ^n-l? »2 = P«-2 ttn-2j • • • »i = P»-» ^n^f • • • »»-1 = Pl — «1» 
•l=^+^»-l7 4 = ^11-2 P»-l? • • • 'i=CCn-i Pn-i+l? • • • /^-l = ^1 — ^2» 

sodass nach (50.) für t > 1 

und ^1 = fti = (>„_i— a„_i, Ai = /j = v+a^_j ist. Dann findet man nach An- 
wendung der Formel (51.) die Gleichung 

y'rf/._,/rf^-,.../'[l-^(l-'n-i)]""'**irf/i 



1) 

V—: 



~ ;s, 1.2.. .V ''— '* ' 

in welcher Ji'Ji den Werth 
hat. Nun ist nach (18.) 

Schreibt man also im Integral (103.) die Function ^ in der Art, dass für 
Ä = 2, 3, ... n — 1 

snbstitnirt wird, so ergiebt sich die Identität 



(109.) 



1 1 

= £(«,, p,— «,)...£?(«,_!, P,-i— «,-i)F(«,, Oj, ... a„; pi, p„ ... p„_,; sr), 
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WO 



(110.) 



F(ai, «2, ... «,; Pi, 92, ... Pn-i; ip) 

^ g^g^g,...«^ ^ «,(tt| + l)«>(Oa + l)...«n(gn+l) ^2 I 

ipift-e»-! 1-2. (>, ((>,+!).. .e»-i(e«-i+i) ■^" 



gesetzt ist*). 

Um das Integral (104.) auf eine analoge Reihe zurückzuflihren, ver- 
bindet man t?i, ... f?,_i mit neuen Variablen <i, ... t^^i durch die Glei- 
chungen 

wodurch 

t?i = J?fif2*»*^n— 1? • • • ^t ^^ ^*i *«+!•. «^n-l? • • • ^n— 1 ^^ •'^^n— 1, 

erhalten wird. Die Grenzen für die Integrationen nach /i, ... t^^i sind 
wieder gleich und 1. Wird von dem Factor 

abgesehen, und durch 02 das Product 

bezeichnet, so ergiebt sich aus (104.) der Ausdruck: 











Derselbe ist gleich der Reihe 

Ca:'-^' F(ofi-pi+l, ß2-(>i+l, ... a»-pi+l; 2-pi, (>2-(>i+l, ... P»-i-(>i+l; a?), 



*) Es dürfte zweckmässig sein, die obige Bezeichnung auch auf diejenigen analog 
gebildeten Reihen auszudehnen, bei denen die zweite Constantengruppe ebenso viele oder 
mehr Elemente enthält, als die erste. Es sei: 

x + 



= 1 + 



^l^,''"p ^, «,(«i-M)OoK + l).-.«y(tt;>+l) j.a I 

i.Q,Q,...Qg i.2.(>,((>,-t-i)^,(e,+i)...^9(e,+i) 



Die positiven ganzen Zahlen p und q sind, mit Röcksicht auf die Convergenz der Reihe, 
der Bedingung q^p—1 unterworfen. 
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WO C die Constante 

£?(«2--ei+l, P2— ß2)^(«3— Pl+l, 93— «3).- 
.£(«„_i-ei+l, P„_l-an-l)£(«n-(>l+l, l-«0 

bedeutet. Denn wenn die Grösse (1— a:/i/2-.-'n-i)^'"'"'~* nach dem binomischen 
Satz entwickelt wird, so ist in der aas dem Integral entstehenden Reihe 
der Factor jeder Potenz von x gleich dem Product aus «— 1 EulerBchen 
Integralen, auf welche die Formel (18.) angewendet wird. 

In das Integral (105.) werden neue Variable mittelst eines Gleichungs- 
systems eingeführt, welches zum Theil der für (103.) benutzten Substitution, 
zum Theil der für (104.) benutzten analog ist. Man transformirt in (105.) 
zunächst das (p—1)- fache Integral 

111 1 

mittelst der Gleichungen 

1 1 _ 1 



welche aus den für das Integral (103.) aufgestellten entstehen, wenn man 
n durch p ersetzt. Ausser den nur von Vp, f?p+i, . . . f?^_i, x abhängigen 
Factoren der Function ^^ welche vor das (/?— l)-fache Integral treten, und 
ausser einer Potenz von —1, welche Factor des Ganzen ist, findet man nach 
der obigen Rechnung (indem man in (103.) p statt n, v^ statt x, sowie 
a^— pp+l und (>i— Pp+1 statt a^ und p^ schreibt) das (p— l)-fache Integral 

/'[l-r,(l~/^0r^-"^~'rf/^,/V2.../'*3rf'M 



in welchem ^^ die Function 

X '^n\i- /. -, )^^--^-^(i-- 1,_, t,... t,^,r-' -'^ 

bezeichnet. Für p = 2 hat *3 den Werth (l-/,)''*"^''?'"""'"'- Statt r^, 
^pi-u ••• «'n-i werden sodann neue Variable t^, *p+i, ... tn^^ durch die Glei- 
chungen 

welche in den für die Umformung des Integrals (104.) angewendeten ent- 
halten sind, eingeführt. Hierdurch verwandelt sich das Integral (105.) in 

Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 2. 20 
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das Product aus x^"^^, einer Potenz von —1, und dem (u— l)-fachen Integral 

(I (I 

wo 

.e-^'-^'(i-<,_,/"-*~""-'~*e7'''(i-«.-t) 



-«!• 



gesetzt ist Für p = n— 1 reducirt sich ^4 auf die zwei letzten Factoren 
dieses Ausdrucks. Entwickelt man nun die von x abhängige Potenz nach 
dem binomischen Satze, so geht das letztgenannte (i»—l)- fache Integral in 
die Reihe 



»»=0 

über, in welcher H, das Product der n—p ^»/ersehen Integrale erster Art 

.£(«„_, -pp+v+l, (>,_,-a,_i)ß(a,-Pp+»'+l, 1-««), 
und /Jl\ das (p—1)- fache Integral 

bedeutet. Aber in Hy ist nach (18.) die von r unabhängige Grösse 

£(a^i--(>p+i, Pp+i-s+0---^(«n-i-(>p+i, e*-i-««-i)ß(«»--ep+i, i-«0 

mit dem Ausdruck 

multiplicirt, und die Gleichung (51.) liefert, wenn daselbst 

m = p 1, 81 = 'p— i, 8-2 = fp— 2? • • • *p— 1 = '19 

A = S-i~"Pp+^+^9 (j = «P-.2— Pp-.n 4 = «p-3— ep-2, •.. /p-l = «1— 92 

gesetzt wird, für das Integral JJl^ den Werth: 
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Auf diese Weise gelangt man zu der Gleichung 



(111.) 



U t) 1 1 



e«-i— Pp+1; a; 

in welcher ¥ das in (110.) definirte Functionszeichen ist, und C die 
Constante 

■ 

.£(ap_i~(>p4-l, Pp-i-«p-i)E(ap+i-(>p+l, Pp+i-ap+i)..- 

•ß(«*-i-ep+l, e«-i-ff«-i)^(«»-(>p+l, l-aj 
bedeutet. 

Aehnliche Transformationen führen zu der Entwickelung der Inte- 
grale (106.), (107.), (108.) nach fallenden Potenzen von x, Substituirt 
man in (106.) 

SO ergiebt sich nach Anwendung des binomischen Satzes und der Formel 
(51.), dass das Integral (106.) mit der Reihe 

Const a;"^F(a., a^-pi+l, ... «„-p^-i+l; «„-«i+l, ... a,-a„_i+l; - 

identisch ist. Das Integral (107.) liefert, nachdem man 

•Z' «1/ •!/ 

^1 ^^ "71 # ? ... <^» ^ ~:~i ~. , . . . ^n— 1 ^^ 



') 



1 ^^ / ? ... vj , ... ^n— 1 — j 

»1 »j •• • *«— 1 *• »i + 1 . . . »n— 1 »n— 1 

gesetzt hat, die Entwickelung: 

Consta:"""' F(ai, «i— Pi+1, ••• «i—pn-i+l? «i— «2+I» «1— «3+I, ... «1— «»+1; — ). 
In (108.) fuhrt man zuerst die Variablen /i, ... t^__^ durch die Gleichungen 

ein, sodann die Variablen /^, /^+i, ... /„_i durch die Gleichungen: 

«17 3u X 



^n . . . 1 ^nJ-l ^ M , 1 • . • ^M— 1 



*p»p+l.».'ll— 1 'p+l*p + 2..-««— 1 '«—1 

Wie bei den vorhergehenden Integralen wird der einzige von x abhängige 
Factor der zu integrirenden Function nach dem binomischen Satze ent- 
wickelt, worauf man mit Hülfe der Formeln (18.) und (51.) das Integral 

20* 
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(108.) gleich dem Ausdruck 

. 1 I 

findet. 

Im § 4 wurde gezeigt, dass das (als convergent vorausgesetzte) 
Integral (32.), dessen Grenzen gleich und oo sind, eine in der Umgebung 
des Punktes a; = 1 eindeutige und stetige particuläre Lösung der Diflferential- 
gleichung dritter Ordnung (14.) darstellt, sobald die Grösse V der Gleichung 
(12.) genügt. Für die Differentialgleichung wter Ordnung gilt ein analoger 
Satz. Der Ausdruck 



(112.) y"(/-a:)""*r"*^'-^Trf«, 







der, wie sich aus §§9 — 11 ergiebt, die Differentialgleichung (80.) befriedigt, 
ist, während T ein beliebiges particuläres Integral von (85.) bedeutet, in 
der Umgebung des Punktes x = l eine eindeutige und stetige Function 
von X. Es sollen für T nach einander «— 1 verschiedene particuläre Lösungen 
eingesetzt werden, welche zusammen das vollständige Integral der Diflferential- 
gleichung (85.) ausmachen. Indem man zeigt, dass in jedem dieser i»— 1 
Fälle das Integral (1 12.) bei a: = 1 eindeutig und stetig bleibt, ist die Be- 
hauptung allgemein bewiesen. Man wählt als die «— 1 Functionen, welche 
in (112.) für T substituirt werden, die Hauptintegrale von (85.) in der 
Umgebung von < = 0, d.h. die zu (103.), (104.), (105.) analogen (i»— 2)- 
facben bestimmten Integrale. Dann erhält man aus (112.), nachdem wieder 
t?„_i statt t geschrieben ist, die folgenden Ausdrücke 

(113.) y ^^n-lj^ rff?«.2y^''*"^'rf«»-3/'''~^rf«n-4...y^''*dt?i, 

1 1 'l 1 

(1 14.) y rf«n-iy ""'rf^'n-ay "~Vt?„ -z/'^'^^df^^-A' . .J^^dfix , 

*U (J (J 

(115.) J df)^_^J''''~^dv^^2'.-f^^^^dt)j,J rft?p-iy ''~^rft?p_2...y'*rf«i, 

U 11 1 

in denen ^ die Function (100.) bezeichnet. In (115.) nimmt p die Werthe 
2, 3, ... «—2 an, und zwar sind im Fall p = 2 die Grenzen 1 und oo 
für die Integration nach t?i anzuwenden. — Als Integrationsweg für die 
Variable r^.i möge in (113.), (114.), (115.) die negative reelle Axe ge- 
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wählt werden; die nämliche Bestimmung wurde im § 4 für die letzte Inte- 
gration in den Doppelintegralen (26.) und (32.) getroffen. Verbindet man 

t?«-.i mit einer neuen Variable <„_i durch die Gleichung r^_i = *""^ ^ , so 

durchläuft tn^i die. reellen Werthe zwischen und 1. 

Es werde zunächst das Integral (114.) mittelst der Substitution 



•1 1 ~" »-J 

umgeformt, welche fUr t?,, ... t?„_i die Werthe 

^'l 7 / ^ 1' '•• ^i ff f 17 ... f^n-1 — ~f T~ 

liefert. Man erhält hierdurch aus (114.), abgesehen von einer als Factor 
auftretenden Potenz von —1, den Ausdruck 

/'rf/,_,/'rf/„_,.../'[l+(a:---l)(l-/„_0r""*5rf/i, 
in welchem ^5 die Function 

A— 2 

bedeutet. Es wird (wie bei allen hier betrachteten Integralen) vorausgesetzt, 
dass die Constanten «i, pi, ... diejenigen Ungleichheiten erfüllen, welche 
dem Integral einen bestimmten Sinn verleihen. Wenn nun die Variable 
X in ihrer Ebene eine kleine geschlossene Curve um den Punkt 1 beschreibt, 
so tritt weder bei der obigen von x abhängigen Potenz eine Aenderung 
ein (da ihre Basis sich wenig von der Eins unterscheidet), noch modificiren 
sich die Integrationswege von ^j, ^2, ••• t^-i in irgend einer Weise. Auch 
wird das Integral flir a; = 1 nicht unendlich. Demnach ist dasselbe in der 
Umgebung des Punktes x = 1 eine eindeutige und stetige Function von x. 
Der gleiche Schluss ist auf die Integrale (113.) und (115.) anwend- 
bar, da dieselben eine ähnliche Transformation gestatten. Die Rechnung 
für (113.) kann auf die für (115.), indem man p = »—1 setzt, reducirt 
werden. Bei dem Integral (115.) verbindet man, wie bei (105.), die Variablen 
«1, tj.j, ... t?p_i mit neuen Variablen /i, fj, ••• 'p-i durch die Gleichungen: 

1 _ 1 _ 1 

1 — I, «3 . . . Ij>_.i 1 — l,f,-^i..,#p_>i '^ 1 — fp_i 



i 
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Femer führt man die Variablen /^, /^^i, . . . /„_i durch die Relationen 

fpfp-hl'"^»—! tklk + l'"ln—l ^w-1 

ein. Hierdurch verwandelt sich, wenn wieder von einem constanten Factor, 
der gleich einer Potenz von —1 ist, abgesehen wird, das Integral (115.) in 
das folgende 

woselbst durch ^e und ^^ die Functionen 



*a = (i-<p.ir^"^"'^' n ( 



-ep?^ ,e>+— +?*-«! «*-! 

k 

'?*—«*— Vi # # # \^k-l-Qk 



X ii (i-<*-.r""*~*(i-'*-i'*.-w 

*=2 



Jt=n— 1 



k=p 

*=P4-1 

bezeichnet werden. Für p = 2 ist die Function ^c durch 

ZU ersetzen. Für p = »— 1 geht das obige Integral in (113.) über, wenn 
gleichzeitig *? gleich der Function 

genommen wird. Man erkennt, dass, wenn die Variable x eine kleine Curve 
um den Punkt 1 beschreibt, sich auch hier weder die zu integrirende Func- 
tion, noch die Integrationswege ändern. 

Es soll diesen Betrachtungen nur noch die Bemerkung hinzugefügt 
werden, dass, wenn man in das Integral (112.) für T successiv die «— 1 
Hauptintegrale von (85.) für das Gebiet von t = :x> substituirt, die vor- 
stehende Rechnung mit gewissen Modificationen gültig bleibt, wie flir » = 3 
bereits im § 4 gezeigt wurde. Man darf in (113.), (114.), (115.) den 
Werth überall durch oc, sowie den Werth cc durch ersetzen; nur sind 
dann statt der für (114.) und (115.) angegebenen Substitutionsgleichungen 
die folgenden 

t^t^.,,tn—l — 1 /,/,.|.i.../;,_i — 1 /„_i — 1 

f?j — -- — - , ... t?, — -- , . . . Vn^i — - , 



i 
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respective 

f?l = 1 ^1 »2 • • • ^/)— 1 9 ... t^i =^ 1 ^t*i+l»» • *p-l? • • • ^j»— 1 ^^ •*■ 'p—JJ 

<j)<p4-l.»./n— 1 — 1 lkh-\-l'"ln^l — 1 In—l — 1 

^P — * i f ? • • • ^t — j ^ / ? ... v^_i — 

anzuwenden. Die Eindeutigkeit des Ausdrucks (112.) im Bereich des 
Punktes a: = 1 ergiebt sich auch in diesen Fällen direct aus der Form der 
bestimmten Integrale. 

Kiel, im Februar 1886. 
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Zur geometrischen Theorie der ebenen Curven vierter 

Ordnung. 

(Von Herrn J. Cardinaal zu Tilburg in Holland.) 



1. Aus der Theorie des /^-Gebüsches und des dazu projecti vischen 
räumlichen Gebildes leitet Herr TA. Reye die Entstehung ebener Curven 
vierter Ordnung aus zwei projecti vischen Kegelschnittbttscheln ab *). Da- 
gegen beweist Herr W. Fiedler, dass alle ebenen Curven vierter Ordnung, 
deren Geschlecht nicht Eins übersteigt, durch Centralprojection einer Raum- 
curve vierter Ordnung erster Art construirt werden können**). Die erste 
Constructiou zeigt die grösste Aehnlichkeit mit der der ebenen Curven 
dritter Ordnung aus einem Kegelschnittbtischel und einem mit diesem pro- 
jectivischen Strahlenbüschel; durch die zweite treten mit grosser Klarheit 
die verschiedenen Formen der Curven ans Licht. Zweck dieser Arbeit ist 
es nun, aus der ersten Entstehungsweise einige Eigenschaften und Constrnc- 
tionen der Curven vierter Ordnung herzuleiten, diese speciell auf die Curven 
vom Geschlecht Eins oder Null anzuwenden, um nachher auf dem Wege 
der Construction zu der zweiten Entstehungsweise und den daraus folgenden 
Constructionen zu gelangen. 

2. Es mögen hier zunächst die Fundamentalsätze, aus denen die 
erste Entstehungsweise sich ergiebt, in die zu diesem Zwecke passende 
Form gebracht werden. Wenn man jeder Fläche eines F^-Gebüsches -2* 
die Polarebene eines festen Punktes zuweist, so entsteht ein räumliches 
System ^i, das zu dem Gebüsche projectivisch und so beschaffen ist, dass 
jeder seiner Ebenen eine Fläche, jeder seiner Geraden eine Raumcurve 
vierter Ordnung erster- Art und jedem seiner Punkte eine Gruppe von acht 

•) Th, Reye. Oeomotric der Lage, zweite Auflage II. S. 244. 
••) ir. Fiedler. Die darstellende Geiinietrie in organischer Verbindung mit der 
Geometrie der Lage, dritte Auflage II. S. 25, 20, 45, 46. 
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asBOciirten Punkten des Gebüsches entspricht. Einer Geraden / von JE ent- 
spricht in ^i ein Kegelschnitt in der Ebene, die der durch / gehenden 
Fläche von JS entspricht. 

Man denke sich weiter in dem Systeme ^^ eine Fläche zweiter 
Ordnung 1^. Ihr entspricht in JS eine Fläche L^, die mit einer Geraden / 
eben so viele Punkte gemein hat wie LI mit dem entsprechenden Kegel- 
schnitt in JSi^ also von der vierten Ordnung ist. 

3. Es sei nun die Fläche LI entstanden aus zwei projectivischen 
Ebenenbüscheln mit den Axen ai und bi; diesen Ebenenbüscheln entsprechen 
in JS zwei projectivische F^- Büschel, und L* wird erzeugt durch den Schnitt 
von den homologen Flächen derselben. Die Ebenen durch ai schneiden 
L\ in den Geraden der Regelschaar, deren Leitlinien Oi und 6i sind, und 
aus einem Punkte ^i von LI kann eine Gerade Ci gezogen werden, die 
alle diese Geraden schneidet; sie ist eine neue Leitlinie der Regelschaar; 
der Uebergang zu der entsprechenden Construction in 2 giebt den Satz: 

Jede Fläche zweiter Ordnung durch die Grundcurve a von L* 
schneidet L* noch in einer zweiten Kaumcurve vierter Ordnung*). Con- 
struirt man durch einen Punkt Q von L* Flächen zweiter Ordnung, welche 
diese Raumcurven enthalten, so schneiden diese L* in einer einzigen Raum- 
curve vierter Ordnung c; ausser Q enthält diese alle mit Q associirten Punkte. 
Der Büschel dieser Flächen ist projectivisch zu dem Büschel a; V kann 
also auch erzeugt werden durch die projectivischen Büschel, deren Grund- 
curven a und e sind. Oder: 

Wird auf der Fläche vierter Ordnung V eine Raumcurve vierter 
Ordnung als Grundcurve eines /^-Büschels angenommen, so bestimmt jeder 
beliebige Punkt auf V eine neue Grundcurve eines F^-BUschels, der, pro- 
jectivisch auf den ersten bezogen, die Fläche V erzeugt. 

Es ist ersichtlich, dass auf diese Weise zwei Schaaren von Raum- 
curven vierter Ordnung auf V entstehen; zwei beliebige Grundcurven der- 
selben Schaar können als Grundcurven der erzeugenden Büschel betrachtet 
werden; durch zwei Grundcurven von verschiedenen Schaaren kann eine 
Fläche zweiter Ordnung gelegt werden. 

Da weiter zwei F^- Büschel immer als zum nämlichen Gebüsche 



*) Da die Raumcurven vierter Ordnung in diesen Betrachtungen alle erster Art 
sind, 80 wird fortan der Zusatz ^erster Art^ ausgelassen. 
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gehörend betrachtet werden können, so ist die Erzeugangsweise von // 
eine durchaus allgemeine. 

4. Wir schneiden V durch eine Ebene a. Der Schnitt bildet eine 
ebene Curve vierter Ordnung Ci; die Grundcurve des Büschels schneidet 
a in den vier Grundpunkten eines Kegelschnittbtischels; wählen wir den 
Punkt Q auf C4, so ergiebt sich: 

Die ebene Curve C4 wird erzeugt durch zwei projectivische Kegel- 
schnittbtischel , deren Grundpunkte zu der Curve gehören. Jeder Kegel- 
schnitt des ersten Büschels schneidet Ci in noch vier Punkten. Construirt 
man Kegelschnitte je durch Q und diese weiteren Schnittpunkte, so schneiden 
diese Kegelschnitte sich in noch drei festen Punkten auf der Curve. Jeder 
beliebige Punkt Q kann also als einer der Grundpunkte des zweiten Kegel- 
schnittbüschels gewählt werden; dieser ist projectivisch zum ersten und 
erzeugt mit ihm durch den Schnitt ihrer homologen Kegelschnitte die 
Curve C|. Auf C4 befinden sich zwei Schaaren von Gruppen associirter 
Punkte; zwei Gruppen derselben Schaar können als Grundpunkte der er- 
zeugenden Büschel betrachtet werden, durch zwei Gruppen von verschiedenen 
Schaaren kann ein Kegelschnitt gelegt werden. Jedes Paar projectivischer 
Kegelschnittbtischel kann die Curve erzeugen; diese Kegelschnittbüschel 
gehören alle zu einem linearen Kegelschnittsystem dritter Stufe. 

Es ist femer ersichtlich, dass die Grundpunkte der erzeugenden 
Büschel eben so wohl reell als imaginär sein können, da die Ebene a die 
Grundcurven der F^-Büschel in reellen und in imaginären Punkten schneiden 
kann; die Sätze und Constructionen , die für reelle Grundpunkte gelten, 
können also auf imaginäre Grundpunkte übertragen werden. Nach dieser 
allgemeinen Bemerkung wird nur gelegentlich auf diesen Unterschied hin- 
gewiesen werden. 

Auch die Curven vierter Ordnung mit Doppelpunkten werden durch 
diese Erzeugungsweise definirt. Wenn nämlich alle Flächen des Gebüsches 
einen Punkt oder mehrere Punkte mit einander gemein haben, so sind 
diese Punkte Knotenpunkte von L\ Die Ebene a kann durch einen, zwei 
oder drei dieser Knotenpunkte gelegt werden, und auf diese Weise ent- 
stehen Curven vierter Ordnung mit einem, zwei oder drei Doppelpunkten. 
Die Kegelschnitte der Systeme dritter Stufe, zu welchen die erzeugenden 
Büschel gehören, besitzen in diesem Falle auch dieselbe Anzahl gemein- 
schaftlicher Punkte; wenn a durch drei gemeinschaftliche Punkte gelegt 
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wird, ist noch zu beachten, dass das Kegel Schnittsystem zu einem Kegel- 
schnittnetz wird, da a selbst einen Theil einer der Flächen des Gebüsches 
bildet. 

Schliesslich können auch die gemeinschaftlichen Punkte des Ge- 
büsches reell oder in Gruppen zu je zwei imaginär isein; dasselbe wird auf 
die Curven vierter Ordnung übertragen. 

5. Aus der angegebenen Erzeugungsweise der ebenen Curven vier- 
ter Ordnung ergeben sich einige Constructionen, bei deren Ausführung als 
Bestimmungselemente der Curve stets gegeben gedacht werden zwei projec- 
tivisch auf einander bezogene Kegelschnittbüschel k^ und /tj. Die hier 
folgenden Constructionen werden stets zurückgeführt auf die Construction 
von vier gemeinschaftlichen Punkten oder Tangenten von zwei Kegel- 
schnitten. 

a. Die Schnittpunkte einer Geraden / mit der Curve zu bestimmen. 

Die angedeutete Zurückfuhrung kann auf folgende Weise geschehen. 

Es seien AiA[^ B\B\^ C^C[ und ^2-^2, ^52^2, C2C2 drei homologe 
Punktepaare der beiden Involutionen, in denen / von den beiden Büscheln 
geschnitten wird. Zur Bestimmung der gemeinschaftlichen homologen 
Punkte beider construire man einen Kegelschnitt Ä'2, der / berührt und ein 
Kreis sein kann. Man construire weiter die Schnittpunkte Pi, ^1, R^ der 
Tangenten aus A^A[^ B^B[^ C^C[ an K^^ diese liegen auf einer Geraden l^\ 
ebenso construire man auf k die Schnittpunkte P25 Q21 R2 der Tangenten 
aus AiA'z^ B^B!^^ C2C2. Bei fortgesetztem Verfahren entstehen auf /j und ^ 
zwei projectivische Punktreihen PiQiRi... und PzPaßa---. Die Verbindungs- 
linien der homologen Punkte umhüllen einen Kegelschnitt K2, der mit K2 
vier gemeinschaftliche Tangenten bestimmt. Die Treffpunkte dieser Tan- 
genten mit / sind die Schnittpunkte von / mit C4. Die Construction wird 
zweiten Grades, wenn / zwei gegebene Punkte verbindet; hieraus folgt: 

Die Punkte von C^ können durch Constructionen zweiten Grades be- 
stimmt werden; denn man kann, zur Bestimmung von zwei Punkten, erstens 
eine Gerade durch zwei der Grundpunkte wählen, und weiter jeden con- 
struirten Punkt nach Belieben mit einem der Grundpunkte verbinden. 

6. Die Schnittpunkte von C^ mit einem Kegelschnitt K2 zu be- 
stimmen, der zwei der Grundpunkte des ersten sowie des zweiten er- 
zeugenden Büschels enthält. 

Es sei der Kegelschnitt gelegt durch die Punkte AiBi von ki und 

21» 
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A2B2 von ki. Die Kegelschnitte des Büschels ki bestimmen auf K2 je zwei 
Punkte, deren Verbindungslinien einen zum Kegelschnittbüschel projecti- 
vischen Strahlenbüschel bilden ; ebenso die Kegelschnitte von ftj. Die beiden 
also entstandenen projectivischen Strahlenbttschel erzeugen einen Kegel- 
schnitt, dessen Schnittpunkte mit K2 übereinstimmen mit den Schnittpunkten 
von K2 mit d. 

Man folgert aus dieser hierdurch auf das Hauptproblem zurückge- 
führten Construction: 

Jeder Kegelschnitt, der zwei Grundpunkte von je zwei Gruppen der- 
selben Schaar enthält, schneidet die Curve vierter Ordnung in noch vier 
Punkten, die reell oder in Gruppen zu je zwei conjugirt imaginär sind; 
jedenfalls werden, auf zwei immer reellen gemeinschaftlichen Secanten, die 
Schnittpunkte durch Involutionen vertreten. 

c. Die Schnittpunkte von C« mit einem Kegelschnitt K2 zu be- 
stimmen, der drei Grundpunkte des Kegelschnittbüschels ^i und einen Grund- 
punkt des Büschels Aj enthält. 

Es sei K2 gelegt durch die Punkte AiB^Ci von ki und A2 von ^2- 
Die Kegelschnitte von k, bestimmen auf K2 eine mit k^ und also auch mit 
Ä2 projectivische krumme Punktreihe, die, aus dem Punkte Ai von K2 pro- 
jicirt, einen Strahlenbüschel liefert, der mit ki eine ebene Curve dritter 
Ordnung C3 erzeugt. Die Schnittpunkte von C3 mit K2 sind identisch mit 
den Schnittpunkten von C« und Kj; von diesen Punkten sind zwei bekannt, 
Ai und A2] also schneidet K2 die Curve C4 in noch vier Punkten. Die 
Bestimmung dieser vier Punkte kann auf Construction 6. zurückgeführt 
werden. Man wähle dazu ^1, A2 und noch zwei beliebige Punkte von C3 
als Grundpunkte des sie erzeugenden Kegelschnittbüschels, bestimme nach 
den Constructionsmethoden der Curven dritter Ordnung*) das Centrum des 
mit diesem correspondirenden Strahlenbüschels, und es ist ersichtlich, dass 
ein besonderer Fall der vorigen Construction eintritt. Auch in diesem Falle 
entstehen also vier Schnittpunkte, bezüglich deren Realität die Bemerkung 
der Construction 6. wiederholt werden kann. 

d. Die Schnittpunkte von C* mit einer Curve dritter Ordnung C^ 
zu bestimmen, welche die acht angenommenen Grundpunkte enthält 

Jeder der Kegelschnittbüschel k^ und kj bestimmt auf C^ einen mit 



♦) Reye, G. d. L. H, 210. 
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ihm projectivischen Strahlenbttschel, deBsen Mittelpaukt auf C, gelegen ist. 
Beide Strahlenbüschel erzengen einen Kegelschnitt, dessen Schnittpunkte 
mit C3 übereinstimmen mit den Schnittpunkten von C^ und C4. Also ist 
auch diese Construction ein besonderer Fall von 6. 

6. Bei den folgenden Problemen wird als bekannt angenommen, 
dass jede Curve dritter Ordnung mit einem Kegelschnitt höchstens sechs 
Punkte und mit einer anderen Curve dritter Ordnung höchstens neun Punkte 
gemein hat 

a. Die Zahl der Schnittpunkte einer Curve vierter Ordnung C^ mit 
einem durch zwei Grnndpunkte A^ und Bi des Büschels ki gelegten Kegel- 
schnitt K2 zu bestimmen. 

Der Büschel k^ bestimmt mit K2 einen zu ihm projectivischen Strahlen- 
büschel, der mit dem Büschel Ä2 eine Curve dritter Ordnung C3 erzeugt; 
die sechs Schnittpunkte von C3 und K2 sind zugleich die Schnittpunkte von 
K2 und C|. 

6. Die Zahl der Schnittpunkte einer Curve vierter Ordnung Ci mit 
einer durch die vier Grundpunkte A^ B^ Ci D^ des Büschels &i gelegten Curve 
dritter Ordnung C3 zu bestimmen. 

Der Büschel k^ bestimmt mit C^ einen Strahlenbüschel, dessen Mittel- 
punkt M auf C3 liegt; dieser Büschel erzeugt mit dem Büschel ^2 eine 
Curve C^', die ausser M noch acht Punkte mit C3 gemein hat Diese acht 
Punkte sind die weiteren Schnittpunkte von C, mit d. 

7. Bei jeder dieser Aufgaben kann der Fall eintreten, dass die Ge- 
rade ly der Kegelschnitt K2 oder die Curve dritter Ordnung Cj mehr Punkte 
mit der Curve vierter Ordnung C4 gemein hat als die aus der Construction 
sich ergebenden. Wenn dies stattfindet, so haben l, K2 oder C3 eine un- 
endliche Anzahl Punkte mit C« gemein, sie bilden einen Theil dieser Curve, 
welche also in zwei Curven niedrigerer Ordnung zerfällt Bei der Geraden 
/ ergiebt sich dies aus dem Zusammenfallen von K2 und KJ, die fünf und 
folglich unendlich viele Tangenten gemein haben; bei dem Kegelschnitt 
K2 von 6. a. aus dem Zusammenfallen von K2 mit einem Theile der Hülfs- 
curve C3, die in einen Kegelschnitt und eine Gerade zerfällt; bei der ku- 
bischen Curve C3 von 6. 6. aus dem Zusammenfallen von C3 und C3, die 
mehr als neun Punkte gemein haben*). Also ergeben sich die Sätze: 
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Wenn eine Gerade mehr als vier Punkte mit einer Curve C* gemein 
hat, 80 zerfällt letztere in die Gerade und eine Curve dritter Ordnung. 

Wenn ein durch zwei Grundpunkte eines der erzeugenden Büschel 
gelegter Kegelschnitt mehr als acht Punkte mit der Curve vierter Ordnung 
C4 gemein hat, so zerfällt letztere in K^ und einen Kegelschnitt. 

Wenn eine durch vier Grundpunkte eines der erzeugenden Büschel 
gelegte kuhische ehene Curve C3 mehr als zwölf Punkte mit der Curve C4 
gemein hat, so zerföUt letztere in C3 und eine Gerade. 

8. Legt man einen Kegelschnitt K2 des erzeugenden Büschels k^ 
durch den Grundpunkt A2 des Büschels /tj, so ist die Tangente des mit 
diesem homologen Kegelschnittes von /tj zugleich eine Tangente von C«; die 
Sehne, die A2 mit dem einen der Schnittpunkte von zwei homologen Kegel- 
schnitten von kl und As verbindet, ist nämlich zugleich eine Sehne des 
Kegelschnittes von Äj und von C4 und wird im genannten Falle zur ge- 
meinschaftlichen Tangente. Fallen nun die Punkte A^ und A2 zusammen 
in ^, so können von jedem Büschel unendlich viele Kegelschnitte con- 
struirt werden, welche durch A gehen, also auch unendlich viele Gerade 
durch A gezogen werden, die zwei in A zusammenfallende Punkte mit C4 
gemein haben, d. h. A ist ein Doppelpunkt. Die Tangenten in A an den 
Kegelschnitten von ki und ki bilden zwei projectivische Strahlenbüschel, 
die im Allgemeinen zwei Doppelstrahlen besitzen; diese sind gemeinschaft- 
liche Tangenten homologer Kegelschnitte von k^ und &2 und bilden die 
beiden Tangenten des Doppelpunktes. Je nachdem sie reell verschieden, 
zusammenfallend oder conjugirt imaginär sind, ist A ein Doppelpunkt, eine 
Spitze, oder ein isolirter Punkt. 

9. Nach diesen allgemeinen Erörterungen wenden wir uns zu den 
Curven vierter Ordnung vom Geschlecht Eins oder Null und machen die 
Bemerkung, dass sie nach dem Vorigen aus zwei Kegelschnittbüscheln mit 
zwei oder drei zusammenfallenden Grundpunkten erzeugt werden können; 
auch die den Aufgaben von 5. und 6. entsprechenden Constructionen können 
auf sie angewendet werden. Da ein Doppelpunkt zwei Schnittpunkte ver- 
tritt, so entstehen hieraus die folgenden Aufgaben zweiten Grades, an welche 
correspondirende Aufgaben ersten Grades leicht anzuknüpfen sind. 

a. Die Schnittpunkte der Curve C4 mit einer Geraden / durch ihren 
Doppelpunkt zu construiren. 

6. Die Schnittpunkte einer Curve vierter Ordnung mit drei Dappel- 
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punkten nnd eines Kegelschnitte dnrch die drei Doppelpunkte, oder einer 
Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten und eines Kegelschnitts 
durch die zwei Doppelpunkte und noch zwei Punkte der Curve zu con- 
struiren. 

c. Die Schnittpunkte einer Curve vierter Ordnung Ci mit drei Doppel- 
punkten Ay B, C und einer durch A, B, C, die übrigen zwei Grundpunkte 
und noch zwei Punkte von C^ gelegten Curve dritter Ordnung zu con- 
struiren; oder einer Curve C^ mit zwei Doppelpunkten A^ B und einer 
durch A, B, die vier übrigen Grundpunkte und noch zwei Punkte von C* 
gelegten Curve dritter Ordnung. 

10. Die aus der P>zeugung von Flächen vierter Ordnung entspringende 
Erzeugung von ebenen Curven vierter Ordnung durch projectivische Kegel- 
schnittbttschel giebt als Bedingung für zwei erzeugende Punktgruppen, dass 
sie Gruppen associirter Punkte von zwei Büscheln eines linearen Kegel- 
schnittsystems dritter Stufe sein müssen. Besitzt nun eine gegebene Curve 
C4 zwei Doppelpunkte ^^ i?^ so sind diese gemeinschaftliche Punkte des 
zu C4 gehörenden Systems, und da sie mit je zwei Punkten C, D der 
Curve eine Gruppe associirter Punkte bilden, so ergiebt sich, dass der erste 
der erzeugenden Büschel bestimmt ist durch A^ B und noch zwei beliebige 
Punkte Ci, D^ von C4. Ein Kegelschnitt des Büschels ABC^D^ schneidet 
nun die Curve in noch zwei Punkten E^ F (6. a.). Von dem zweiten der 
erzeugenden Büschel kann also noch ein Punkt C2 beliebig angenommen 
werden; der zweite D^ wird bestimmt als letzter Schnittpunkt des Kegel- 
schnitte ABC2EF mit C4. Für die Curven vierter Ordnung mit drei oder 
zwei Doppelpunkten ergeben sich hieraus Sätze, die verwendet werden 
können, um die Curven aus gegebenen Punkten zu construiren, nämlich: 

In einer Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten A, B, C 
können die vierten Grundpunkte der erzeugenden Büschel beliebig gewählt 
werden. 

In einer Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten A, B kann 
der dritte und vierte Grundpunkt eines der erzeugenden Büschel beliebig 
gewählt werden; von dem zweiten Büschel kann nur ein Punkt beliebig 
angenommen werden. 

11. Aus dem Vorigen ergiebt sich: 

Eine Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten (unicursale Curve) 
ist bestimmt und construirbar durch drei Doppelpunkte und noch fUnf Punkte. 
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Ea seien die Doppelpunkte durch A, B, C, die übrigen Punkte 
durch 1, 2, 3, 4, 5 bezeichnet. Die Constmction ist auf folgende Weise 
ausführbar : 

Man wähle als Grundpunkte der erzeugenden Büschel A, B, C, 1 
und Ay B, C, 2. Die Projectivität der Büschel ist bestimmt; denn den 
durch 3, 4, 5 gelegten Kegelschnitten des erstgenannten Büschels ent- 
sprechen die des zweiten Büschels durch die nämlichen Punkte. Die Curve 
ist also linear zu construiren; jedesmal muss der vierte Schnittpunkt von 
zwei Kegelschnitten durch die nämlichen drei Punkte bestimmt werden. 

12. Wir folgern weiter: 

Durch zwei Doppelpunkte A, B und sieben Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 
können unendlich viele Curven vierter Ordnung mit den Doppelpunkten 
A, B gelegt werden; durch jeden beliebigen Punkt 8 geht eine dieser 
Curven. 

Wir wählen als Grundpunkte der beiden Büschel ^^ J5, 1, 2 und 
i4, Ä^ 3, 4; nach dem Vorigen ist ihre Projectivität bestimmt, und eine 
Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten durch die gegebenen Punkte 
construirbar. Diese ist jedoch nicht die einzige, denn einer der Punkte 3 
oder 4 des zweiten Büschels müsste, wenn die Zahl der gegebenen Punkte 
für die Construction vollständig wäre, von dem anderen abhängig sein. 
Dies erhellt näher durch die Bestimmuiig des geometrischen Ortes des 
Punktes 4, wenn der Punkt 3 fest gedacht wird. Wir bezeichnen mit 
a, ß diejenigen Kegelschnitte von (JJ512), welche durch 4 und 8 gehen, 
und construiren eine Curve vierter Ordnung y, deren drei Doppelpunkte 
Ay B, S sind, die ausserdem durch 5, 6, 7 geht und in 4 die Tangente 
des mit a homologen Kegelschnitts a' berührt. Dies ist, wie ersichtlich, 
ein besonderer Fall des vorigen Problems und kann ausgeführt werden 
mit den erzeugenden Büscheln (A, ß, 3, 4) und (A, B, 3, ft); zur Be- 
stimmung der Projectivität dienen die Punkte 6, 7 und die Bedingung, dass 
der Kegelschnitt ^ß354 homolog ist mit a\ Die Rolle des Punktes 4 
bei der Construction der verlangten Curve vierter Ordnung kann nun durch 
jeden Punkt von y übernommen werden, die Curve ist also der geometrische 
Ort des vierten Grundpunktes des Büschels, dessen drei übrige Grundpunkte 
A, B, 3 sind. 

Damit die Curve den Punkt 8 enthalte, bestimme man den fehlenden 
Schnittpunkt P von y mit dem zu ß homologen Kegelschnitt ß' von (^ß34) 
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und lege einen Kegelschnitt ABSP8. Sie schneidet y in noch einem 
Punkte Q, dem vierten Ponkte des zweiten erzeugenden Büschels. 

Zu beachten ist, dass die Constrnction der Curve mit zwei Doppel- 
punkten linear ausgeführt werden kann. Der Schnittpunkt P von / mit ß 
kann nämlich nach 9. 6. linear bestimmt werden, ebenso der Punkt Q; zwar 
erhält man bei der Construction der Schnittpunkte von zwei homologen Kegel- 
schnitten der erzeugenden Büschel je zwei Schnittpunkte; durch lineare 
Construction kann jedoch der vierte Schnittpunkt bestimmt werden von C^ 
mit einer durch A und einen Punkt der Curve gezogenen Geraden; dieser 
Punkt kann wieder mit B verbunden werden, und so sind alle weiteren 
Punkte linear zu bestimmen. 

Die Vertauschbarkeit der Grundpunkte des ersten erzeugenden Büschels 
giebt die Lösung des Problems, eine Tangente in einem der gegebenen 
Punkte zu ziehen. 

13. Die auf diese Weise construirte ebene Curve vierter Ordnung 
mit zwei Doppelpunkten kann betrachtet werden als die Centralprojection 
von Raumcurven vierter Ordnung. Um eine dieser Raumcurven zu bekommen, 
wählen wir ein Projectionscentrum P und projiciren aus ihm die Curve Ci; es 
wird dadurch eine Kegelfläche vierter Ordnung K* mit zwei Doppelstrahlen 
a und 6 erzeugt Legen wir jetzt eine Fläche zweiter Ordnung F^ durch 
diese zwei Doppelstrahlen, so ist C^ die Centralprojection der Schnittcurve 
beider Flächen. Diese Schnittcurve k* ist eine Raumcurve vierter Ordnung; 
eine beliebige Ebene a schneidet nämlich Ä'* und F^ in einer ebenen Curve 
vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten und in einem Kegelschnitte durch 
diese, welche Curven ausser den Doppelpunkten noch vier Punkte gemein 
haben. Die Raumcurve ist weiter erster Art; denn legen wir eine veränder- 
liche Ebene durch den Doppelstrahl a, so schneidet diese F^ in einer 
Geraden der Schaar, zu welcher 6 gehört, und K* in noch zwei Geraden; 
daraus folgt, dass jede der Geraden der Schaar 6 mit der Raumcurve zwei 
Punkte gemein hat Dies ist auch mit den Geraden der Schaar a der Fall ; 
also ist die Curve eine Raumcurve vierter Ordnung erster Art, und die 
Theorie dieser Curven kann benutzt werden, um die Constructionen und 
Eigenschaften der ebenen Curven vierter Ordnung zu ergänzen. 

14. Zuerst erhellt daraus der Satz : Zwei ebene Curven vierter Ord- 
nung mit zwei zusammenfallenden Doppelpunkten haben ausser diesen Doppel- 
punkten höchstens noch acht gemeinschaftliche Punkte. 
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Es seien die Curven C4 und Ci, ihre zusammenfallenden Doppel- 
punkte A und B. Wir projiciren beide aus einem Punkte P; es entstehen 
die Kegel vierter Ordnung K* und K'* mit gemeinschaftlichen Doppel- 
strahlen a und b. Eine Fläche zweiter Ordnung F^ durch a und 6 schneidet 
beide Kegel in je einer Raumcurve vierter Ordnung; diese beiden Raum- 
curven &* und k'* haben höchstens acht Punkte mit einander gemein*); 
die Projectionen dieser Punkte sind die gemeinschaftlichen Punkte von C* 
und C4. Haben ä* und k'* sieben gemeinschaftliche Punkte, so ist der achte 
Schnittpunkt bekanntlich fUr alle durch diese sieben Punkte gehenden 
Raumcurven vierter Ordnung derselbe und kann linear construirt werden **). 
Daraus folgt, dass auch bei den gegebenen ebenen Curven der achte Schnitt- 
punkt linear bestimmt werden kann, wenn sieben Schnittpunkte gegeben 
sind, und dieser achte Schnittpunkt ist fUr den ebenen CurvenbUschel durch 
diese sieben Punkte constant. 

15. Der Satz findet Anwendung bei der Construction von 12. Wir 
fanden, dass die unicursale Curve y der geometrische Ort aller Punkte Q 
ist, die mit ABS den zweiten erzeugenden Büschel der Curve C^ bestimmen, 
deren erster erzeugender Büschel (AB 12) ist. Die Curven C4 und y haben 
die Doppelpunkte Ay B und ausserdem noch 34567^, also sieben Punkte 
gemein, da 3 als Doppelpunkt von y zweifach zählt. Sie schneiden sich 
also noch in einem achten Punkte Q'; dieser Punkt ist der unveränderliche 
achte Schnittpunkt aller Curven, die durch AB 12... 7 gehen, also der 
achte Grundpunkt eines Büschels von Curven vierter Ordnung. 

Die Unveränderlichkeit des Punktes Q' als achten Grundpunktes 
eines C4- Büschels giebt Anlass zu den folgenden Sätzen: 

Legt man einen Kegelschnitt durch die Doppelpunkte A, B einer 
Curve C4, der sie noch in den Punkten PQRS schneidet, und zieht man 
die Geraden AP, AQ, BR, BS, die C4 noch in P'Q'R'S' schneiden, so 
sind ABP'Q'R'S' sechs Punkte eines Kegelschnitts. 

Zieht man durch A und auch durch B zwei Gerade, die die Curve 



•) Reye, G. d. L. 11, 150. 

•*) Reye, G. d. L. II, 152. Die lineare Constructioa des achtea Schnittpunktes 
zweier Raumcurven vierter Ordnung ist neuestens eingehend behandelt von Herrn 
F. Caspary und Herrn H. Schröter, dieses Journal Bd. 99, Seite 110 — 140. Dort befindet 
sich auch die Literaturangabe der hauptsächlichsten Arbeiten über diesen Gegenstand; 
ferner von Herrn R Sturm und ff. G. Zeuihen, Bd. 99, S. 317 — 323; endlich von Herrn 
Reye, Bd. 100, S. 487—489. 
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in den Punkten PF, QQ', RR, SS' schneiden, so liegen diese Punkte 
mit AB auf einer Curve dritter Ordnung. 

Im ersten Falle bilden AP, AQ und BR, BS eine besondere in 
vier Gerade zerfallende Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten 
A und B; die Punkte PF... sind ausser A und B die Grundpunkte des 
Curvenbüschels; die Curve ABPQRS bildet den einen Theil einer Curve 
vierter Ordnung des Büschels; der zweite Theil muss ebenfalls eine Curve 
zweiter Ordnung sein, d* h. ABFQ'R'S' ist ein Kegelschnitt 

Im zweiten Falle ist der eine Theil der Curve durch die acht Grund- 
punkte AB PF... die Gerade, der zweite Theil muss also eine Curve dritter 
Ordnung sein, die gleichfalls A und B enthält. 

Im ersten Falle können die Punkte P und Q mit A^ und R und S 
mit B zusammenfallen; der Kegelschnitt geht über in die Verbindungslinie 
AB, die Geraden sind die Tangenten in den Doppelpunkten, und der Satz 
lautet: 

Die Doppelpunkte und die vier Schnittpunkte ihrer Tangenten mit 
der Curve sind Punkte eines Kegelschnittes. 

Im zweiten Falle können die Punkte P und P', Q und Q' u. s. w. 
zusammenfallen, es folgt hieraus der Satz: 

Zieht man aus A und aus B zwei Tangenten an die Curve, so kann 
eine Curve dritter Ordnung construirt werden durch A, B, die die Curve 
C4 in den Berührungspunkten P, Q, R, S berührt. 

16. Aus der Eigenschaft der Raumcurven vierter Ordnung, dass 
durch eine beliebige Gerade acht Tangentialebenen an die Curve construirt 
werden können *), ergiebt sich, dass die Curve C4 von der achten Klasse 
ist; da weiter die Zahl dieser Tangentialebenen für jeden Schnittpunkt der 
Geraden mit der Raumcurve um zwei vermindert wird, so giebt es durch 
die Projectionsstrahlen a und 6 nur vier Tangentialebenen und deshalb 
auch aus den Punkten A und B nur vier Tangenten an die Curve. 

Aus der Betrachtung der ebenen Curve C4 als Centralprojection der 
Raumcurve k^ ergiebt sich ein geometrischer Beweis der Eigenschaft, dass 
die beiden Büschel der vier Tangenten aus den Doppelpunkten gleiches 
Doppelverhältniss besitzen **). 



*) Reye, G. d. L. II, 156. 

*•) Der analytische Beweis findet sich in Salmon^ Fiedler, Anal. Geometrie der 
höheren ebenen Curven. Zweite Auflage. S. 317. 

22* 
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Der Beweis kann auf folgende Weise gegeben werden: 

Diejenigen Geraden , deren Polaren in Bezng auf die Flächen des 
F*' Boscheis, deren Gmndcnrve k^ ist, Kegelflächen bilden, gehören bekannt« 
lieh zu einem tetraedralen Strahlencomplex , dessen Haoptpnnkte die vier 
Mittelpunkte der znm Büschel gehörenden Kegelflächen sind*). Zu dem 
Gomplex gehören auch die Tangenten der Gnindcarve A^; denn ihre Polaren 
schneiden sich in ihren Bertlhrungspankten mit der Cnrve, and deshalb ist 
das Doppelverhältniss der dnrch eine dieser Tangenten nnd die Haupt- 
punkte gelegten Ebenen constant 

Da weiter diese Ebenen zugleich Tangentialebenen der vier Kegel- 
flächen des F^- Büschels sind, so lautet dieser Satz in anderen Worten: 

Das Doppelverhältniss der vier Tangentialebenen, welche durch eine 
Tangente der Grundcurve noch an dieselbe gehen, ist constant. 

Man betrachte nun die durch die Raumcurve vierter Ordnung und 
die Projectionsstrahlen a und 6 gelegte Regelfläche zweiter Ordnung F^; 
auf dieser wird die Raumcurve berührt durch vier Gerade tj^^tj der 
Schaan zu welcher a gehört, sowie durch vier Gerade tj^tjti der Schaar 6. 
Dadurch entstehen die gleichen Doppelverhältnisse: 

(fl.tjtjtjtj) = (t?.tJf2f3tS), 

(6.t?t?t?t;) = (tj.t?tst?ts)**), 

und da dem vorigen Satze zufolge die beiden zweiten Glieder dieser Glei- 
chungen denselben Werth haben, so ist dies auch der Fall mit den ersten 
Gliedern. Die zwei Ebenenbüschel endlich schneiden die Ebene der Curve 
C4 in den aus den Doppelpunkten an die Curve gezogenen Tangenten, und 
die beiden Tangentenbüschel besitzen also dasselbe Doppelverhältniss. 

17. Schliesslich ist es möglich, auch die Construction der Doppel- 
tangenten der ebenen Curve C4 auf die Construction der vier Schnittpunkte 
zweier Kegelschnitte zurückzuführen. Dazu werden die Doppeltangenten 
als besondere Fälle von vierfach berührenden Kegelschnitten betrachtet; 
die letzteren ergeben sich als Durchschnitte der Tangentenkegel aus P an 
die Flächen des F^- Büschels mit der Ebene von C*; sie haben ihre vier 



• 4i< 



•) Reye, G. d. L. II, 145, 148. 

') Dieser Satz findet sich als ungelöste Aufgabe in Fiedler y Darst. Geometrie. 11. 
S. 172 — 173. Der hier gegebene Beweis für zwei Sehnen, die einander schneiden, kann 
ausgedehnt werden auf zwei beliebige Sehnen. 
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Berührungspunkte in den Schnittpunkten von C« mit Kegelschnitten, die in 
den Punkten A und B zwei feste Gerade berühren*). 

Die Doppeltangenten entstehen als Centralprojectionen der Durch- 
schnitte der Polarebenen von P in Bezug auf die vier Kegelflächen des 
F^-Büschels; die Schnittpunkte von zwei zu einander gehörenden Doppel- 
tangenten sind also die aus P bewirkten Projectionen der Mittelpunkte dieser 
Kegelflächen. Diese Mittelpunkte sind weiter die Schnittpunkte der Raum- 
curven dritter Ordnung, welche die geometrischen Oerter der Pole in Bezug 
auf den F^- Büschel von zwei Ebenen a und ß durch P bilden; sie werden 
aus P als Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt oder als ein 
Kegelschnitt projicirt, je nachdem P auf der Curve oder ausserhalb der- 
selben gelegen ist 

Es sei nun «" die kubische Raumcurve, die den geometrischen Ort 
der Pole einer durch P gehenden Ebene a bildet; diese Ebene schneide 
die' Ebene von C^ in c. Aus P construire man weiter den Berührungs- 
kegel einer Fläche des Büschels, welcher den vierfach berührenden Kegel- 
schnitt Ä2 liefert, und den Pol von a in Bezug auf die Fläche, welche in 
C projicirt wird; so ist C der Pol von c in Bezug auf Ä2, hieraus er- 
giebt sich: 

Der geometrische Ort der Pole einer Geraden in Bezug auf das 
System der vierfach berührenden Kegelschnitte, deren Berührungspunkte 
auf den Schnittpunkten von C« mit einem Büschel Kegelschnitte gelegen 
sind, der zwei feste Gerade durch A und B in diesen Punkten berührt, ist 
eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt; diese Curve geht in 
einen Kegelschnitt für die Gerade AB über. Dieser Kegelschnitt ist zugleich 
der geometrische Ort aller Doppelpunkte der Curven dritter Ordnung. 

Die Schnittpunkte der Paare zu einander gehörender Doppeltangenten 
werden nun bestimmt als Schnittpunkte eines Kegelschnitts mit einer Curve 
dritter Ordnung, deren Doppelpunkt auf ihm gelegen ist; die Lösung dieses 
Problems wird ganz auf die der Probleme von 5. zurückgeführt. 

Es muss beachtet werden, dass zur Construction der Fläche F^, deren 
Durchschnitt mit K* die Raumcurve &* bildet, auf jeder der Geraden a und 
6 zwei Punkte beliebig gewählt werden können, die Punkte von &* sein 
sollen. Die Tangentenebenen in diesen Punkten bestimmen dann F^ voU- 



*) Die vollständige Theorie findet sich Fiedler, Darst. Geometrie. II. § 46. 
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Ständig, und die in Bezug auf P zu ä* conjugirte Gerade p verbindet die 
Punkte auf a und 6, die in Bezug auf P zu den angenommenen Punkten 
der Raumeurve harmonisch liegen. Die Tangentenebenen in den ange- 
nommenen Punkten von Ar^ und die in den Schnittpunkten von p mit a und 
6 schneiden nun die Ebene von C« in den Tangenten in den Doppelpunk- 
ten A und B und in den Geraden, die durch den Büschel Kegelschnitte 
berührt werden, und die letzteren sind conjugirt harmonisch zu AB in den 
beiden Strahlenbüscheln, deren Mittelpunkte A und B und deren andere 
conjugirt harmonische Strahlen die Tangenten in diesen Doppelpunkten sind. 
Die beiden festen Geraden durch A und B können also construirt werden. 
18. Aus der Bemerkung bei 4. folgt, dass beide Doppelpunkte einer 
ebenen Curve vierter Ordnung conjugirt imaginär sein können; imaginäre 
Punkte und Gerade können gleichfalls bei jeder der behandelten Construc- 
tionen auftreten; ausser den allgemeinen Fällen der Curve, die eintheilig, 
zweitheilig oder ganz imaginär sein kann, kann sie noch besondere Formen 
haben. So können durch specielle Lage der erzeugenden Büschel zu ein- 
ander die Formen von Doppelpunkten entstehen, welche unter dem Namen 
Berührungsknoten, Knotenspitze, Osculationsspitze u. s. w. bekannt sind. 
Da diese Arbeit nur den Zweck hat, einige allgemeine Constructionen her- 
vorzuheben, so wird die Discussion dieser Fälle und der dazu gehörigen 
Constructionen an diesem Orte unterlassen. 

Tilburg, im April 1886. 
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Zwei geometrische Beweise eines Satzes von Hesse. 

Hierzu Figurentafel I. 

(Von Herrn Fritz Hofmann in München.) 



„Öind in einem Vierseit zweimal zwei gegenüberliegende Seiten 
conjugirt in Bezug auf einen Kegelschnitt, so sind es auch die Dia- 
gonalen/' 

Von diesem Satze, der sich an mehreren Stellen von Hessen Schriften 
bewiesen findet*) und der gewöhnlich geradezu nach ihm der ,, Hessesche 
Satz" genannt wird, sollen im Folgenden zwei einfache Beweise mitgetheilt 
werden, von welchen vielleicht der zweite durch die ihm zu Grunde lie- 
gende Methode ungewöhnlich erscheinen dürfte. Zu seiner Durchführung 
genügt nämlich die richtige „Betrachtung", die richtige „Deutung" der vor- 
gegebenen Figur von zwei Dimensionen als Bild einer solchen von drei 
Dimensionen; ohne dass der vorgegebenen Figur eine einzige neue Hülfs- 
linie hinzugefügt würde. Die ebene Figur wird aufgefasst als Schein eines 
räumlichen Gebildes; zwei gewisse kritische Linien der vorgegebenen, 
ebenen, Figur — nämlich die Diagonalen — können dann interpretirt 
werden als Bilder von gewissen räumlichen Geraden, deren polare Bezie- 
hungen, im Räume, zu den andern Theilen der räumlichen Figur besonders 
einfach herzustellen sind. Aus der Existenz dieser räumlichen Beziehungen 
schliesst man wiederum auf gewisse Verhältnisse im Strahlenbündel, welches 
die räumliche Figur dem betrachtenden Auge übermittelt, und demnach 
schliesslich auf Beziehungen in jenem ebenen Schein selbst, welcher iden- 
tisch ist mit der von vornherein vorgegebenen Figur; — Beziehungen, 
die nichts weiter sind als eine Aussprache des zu beweisenden Satzes. 



*) Vergl. dessen „Sieben Vorlesungen aus der anal. Geom. der Kegelschn. 1874" 
pag. 32. Ein ausführliches Literaturverzeichniss für diesen Satz giebt Baltzers „Analyt. 
Geom. 1882**, pag. 212. Dasselbe ündet sich noch weiter ergänzt in des Verfassers 
»Constructionen doppelt berührender Kegelschnitte, Leipzig", pag. 73. 
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A. 

Ist ein Kegelschnitt K vorgegeben (Fig. 1), und sind in seiner Ebene 
zwei beliebige Punkte A^ B fest angenommen, so kann man jeden Strahl 
des Büschels A schneiden mit jenem Strahl durch B^ welcher ihm in Bezug 
auf K conjugirt ist. 

Als Ort der Schnittpunkte von je zwei einander so zugewiesenen 
Strahlen der Büschel A und B erhält man einen Kegelschnitt M. Zieht 
man eine Tangente von A an K, so ist ihr Pol in Bezug auf K identisch 
mit ihrem Berührpunkte; daher geht der Kegelschnitt M durch die vier 
Berührpunkte der von A und B ^n K möglichen Tangenten. Da M zu- 
gleich durch A und B selbst geht, so folgt der Satz: „Sind AB beliebig 
gegeben, so liegen die sechs Punkte, — nämlich die beiden Punkte A und 
B, sowie die vier Berührpunkte der Tangenten an K von A und B aus — 
alle auf einem Kegelschnitte M^^*). — 

Was den Pol C anlangt der Verbindungsgeraden (y) von A und B, 
in Bezug auf K, so kann derselbe mit Hülfe dieses Kegelschnitts M er- 
mittelt werden. Derselbe liegt nämlich, nach der Definition von M, auf 
jenem Strahle durch B, welcher im Büschel B zugewiesen ist dem Strahl y 
des Büschels A. Daher liegt der Pol C von y, in Bezug auf K, auf der 
Tangente an M durch B. Aus demselben Grunde liegt er auch auf der 



*) Man kann diesen Satz auf verschiedene Weise als Specialisirung eines allge- 
meineren erkennen, welcher nicht mehr von einem Punktepaar AB spricht, sondern von 
einem zweiten Kegelschnitte Ä"', ausser dem vorgegebenen K. Von der oben gegebenen 
Erzeugungsweise des Kegelschnitts ist die folgende nicht verschieden: Man frage nach 
dem „Ort jener Punkte R, von welchen aus die Punkte AB durch ein Linienpaar pro- 
jicirt werden, welches die Tangenten von A an üf harmonisch trennt". 

Nun ist aber bekannt (Salmon-Fiedler, Kegelschn. Art 356), dass der Ort jener 
Punkte, von welchen aus zwei vorgegebene Kegelschnitte KxmdK' durch zwei einander 
harmonisch trennende Tangentenpaare projicirt werden, ein Kegelschnitt ist; und so ge- 
langt man auf die Existenz unsres Kegelschnittes M, indem man eben den Kegelschmtt 
K' ausarten lässt in A und B. Vgl. noch wegen dieses Kegelschnittes: Clebsch- Lindemann, 
Vorlesungen über Geom. pag. 281, sowie Salmon-Fiedler, Lessons on modern higher algebra 
art. 134, Beispiel 3. — Eine — nach Niederschrift des gegenwärtigen Artikels erschienene — 
Monographie des Verfassers: „Synthetische Grundlagen der Theorie des Tetraedroid-Com- 
plexes, Leipzig 1887^ hat eine eingehende Discussion dieses Kegelschnitts zum Haupt- 
gegenstand. 

Oder noch einfacher: die acht Berührpunkte der vier gemeinschaftlichen Tan- 
genten von zwei Kegelschnitten KK' liegen wieder auf einem Kegelschnitte (Salmon- 
Fiedler, a. a. 0. 354); artet nun K' aus in das Punktepaar A und B, so erhält man 
wieder die Figur unsres Satzes. Vergl. auch noch v, Staudt: „Geometrie der Lage** I, 
art. 293. 
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Tangente an M durch A; und man hat: „Der Pol der Geraden / ist iden- 
tisch für die beiden Kegelschnitte K und M^^. 

Wäre nun vorgegeben (Fig. 2) — um auf Hesse» Satz zu gelangen: 
die beiden Geraden durch A: 2 und 3, durch B: 1 und 4, und es sei, nach 
der Voraussetzung, conjugirt 1 zu 3, 2 zu 4, so wäre zu beweisen, da wir 
ja ein Vierseit 1234 vor uns haben, dessen Seiten (paarweise, je zwei 
gegenüberliegende) conjugirt sind, „dass die Verbindungslinie DE (die eine 
Diagonale) durch den Pol von AB (der andern Diagonale), in Bezug auf 
K, hindurchgeht ^ — 

Nach Einzeichnung des vorhin besprochenen Kegelschnittes M ist 
aber diese Thatsache direct der Figur zu entnehmen. Nach der Voraus- 
setzung sind 13 conjugirt, sowie auch 24; demnach sind die Punkte (13), 
(24) der Figur 2 Punkte unsres Kegelschnittes M^ wie er oben definirt 
wurde für die Punkte AB und den Kegelschnitt K. 

Wir können also jenen Kegelschnitt M durch A, B (13), (24) führen 
und schliesslich noch an M die beiden Tangenten in A und B legen 
(letztere schneiden sich, wie oben bewiesen, im Pole der Geraden y in 
Bezug auf K). Ffir diesen Kegelschnitt M wollen wir nunmehr das Sechs- 
eck betrachten, das gebildet wird von folgenden sechs Punkten: 

A (doppelt gerechnet); (13); B (doppelt gerechnet); (24); 
oder von den sechs Geraden: 

Tangente in ^; 3; 1; Tangente in B; 4; 2. 
Für dieses Sechseck sind gegenüberliegende Seitenpaare: 

erstens: die beiden Tangenten in A und B; 

dann: die mit 3 und 4 bezeichneten Geraden; 

schliesslich: die mit 1 und 2 bezeichneten Geraden. 
Daher schliesslich nach Pascak Theorem: Die Verbindungslinie ED geht 
durch den Schnittpunkt der beiden Tangenten an if in ^ und B; d. h. sie 
geht durch den Pol von y in Bezug auf K. Dies war zu beweisen. — 

B. 

Dieser zweite Beweis setzt sich aus drei Schlüssen zusammen, welche 
sämmtlich an derselben Figur vollzogen werden, indem dieselbe, zunächst 
eben gezeichnet, interpretirt wird als Bild räumlicher Dinge — schliesslich 
aber, wieder als ebene Zeichnung aufgefasst, den jETe^^eschen Satz direct 
liefert. 

Journal fär Mathematik Bd. CU. Heft 2. 23 
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I. Wird von der beifolgenden ebenen Figur (Nr. 3) vorausgesetzt 
dass sie durch richtige Ausführung folgender Constructionen hergestellt 
wurde: „durch den Pol (1) der Geraden 1 wurde die Gerade 3 gezogen, 
durch den Pol (II) der Geraden 2 wurde die Gerade 4 gezogen", — dann 
darf man sich ein Ellipsoid als möglich vorstellen, welches dem Auge er- 
scheint als durch die Ellipse K projicirt, und ferner darf man sich vorstellen 
ein windschiefes, zusammenhängendes Vierseit von vier Geraden 1234 im 
Räume, welche paarweise — je zwei gegenüberliegende — reciproke 
Polaren sind in Bezug auf jenes Ellipsoid und dem Auge erscheinen als 
die Geraden 1234 der Figur: 

Oder mit andern Worten: Man kann die ebene Figur 3 verbunden 
denken mit dem nicht in ihrer Ebene gelegenen Augpunkte P (von welchem 
aus man sie betrachtet) durch einen projicirenden Kegel (durch die Curve K 
gehend), sowie durch vier Ebenen, welche alle durch den Augpunkt gehen 
und die vier Geraden 1, oder 2, 3, 4. 

In dieses „Strahlenbündel" von projicirenden Geraden und Ebenen durch 
den Augpunkt P darf man die körperliche Figur eines EUipsoids mit einem 
windschiefen Vierseit von jenen Polareigenschaften sich eingezeichnet denken, 
so zwar, dass jenes Strahlenbündel durch P ein richtiges Bild dieser räum- 
lichen Figtir giebt, zugleich aber auch in der räumlichen Figur die vier 
windschiefen Geraden, von welchen immer je zwei reciproke Polaren sein 
sollen in Bezug auf das Ellipsoid, als solche richtig construirt sind. 

Kurz: „Man kann in das Strahlenbündel vom Auge nach der ebenen 
Figur eine solche räumliche Figur einfügen^^. — 

IL In der räumlichen Figur sind die beiden windschiefen Geraden 
AB, DE reciproke Polaren in Bezug auf das Ellipsoid. — 

IIL Zwei windschiefe Gerade AB, DE, welche reciproke Polaren 
sind in Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung, bilden, von einem beliebigen 
Punkte des Raumes aus betrachtet, mit dem Bilde dieser Fläche selbst die 
Figur von zwei conjugirten Geraden in Bezug auf einen Kegelschnitt. 

Mit andern Worten: „Ist eine Raumfigur vorgegeben, welche ent- 
hält: eine Fläche zweiter Ordnung, sowie zwei windschiefe Gerade, die 
reciproke Polaren sind in Bezug auf diese Fläche ; so kann man durch diese 
Raumfigur, sowie einen beliebigen (Aug-) Punkt ein Strahlenbündel legen, 
welches dieselbe mit dem Punkte verbindet. In diesem Strahlenbündel — 
bestehend aus einem Kegel und zwei Ebenen — sind die beiden Ebenen 
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polar conjugirt in Bezag auf den Kegel; demnach wird dieses Strahlenbündel 
geschnitten von jeder (Zeichnungs-) Ebene in der Figur eines Kegelschnitts, 
für welchen die Spuren jener beiden Ebenen conjugirte Polaren sind". 



Es ist evident, dass mit diesen drei Schlüssen der strenge Beweis 
des Hesse^chen Satzes geleistet ist. Wir wiederholen denselben in möglichst 
zusammengedrängter Form, wie er sich schliesslich — nach P>ledigung 
der obigen Theile der Beweiskette — gestaltet: 

„Die ebene Figur 3 ist (I.) das Bild eines EUipsoids mit einem 
windschiefen, zusammenhängenden Vierseit, von welchem immer je zwei 
gegenüberliegende Seiten reciproke Polaren sind in Bezug auf das Ellipsoid. 

Von einem solchen Vierseit weiss man (II.), dass auch die wind- 
schiefen Diagonalen reciproke Polaren sind in Bezug auf dasselbe Ellipsoid. 

Solche Polaren erscheinen (III.) immer als Gerade, welche conjugirt 
sind in Bezug auf das ebene Bild des EUipsoids. — 

Zum Beweise der drei Abtheilungen werden wir uns mit Vortheil — 
der Kürze wegen — einer metrischen Specialisirung jener „Fläche zweiter 
Ordnung" bedienen, nämlich einer Kugel; zugleich auch, statt vom Kegel- 
schnitte K mit zwei für ihn conjugirten Geradenpaaren 13, 24 zu sprechen, 
uns denken den imaginären Kugelkreis vorgegeben auf der unendlich fernen 
Ebene, nebst vier auf dieser Ebene gegebenen Stellungen 13, 24; von 
welchen 1 auf 3, dann auch 2 auf 4 senkrecht ist. 

D. h. statt des Hesse^chen Satzes in seiner allgemeinen Form werden 
wir den folgenden Satz beweisen: „Sind durch einen Punkt P zwei Ebenen- 
paare 13 und 24 gegeben, derart, dass die Ebene 1 auf 3, und die Ebene 
2 auf 4 senkrecht steht, dann kann man einerseits eine Ebene ED legen 
durch die Schnittgeraden der Ebene (12) und jene von (34), andrerseits 
eine Ebene AB durch die Schnittgeraden von (14) und (23); diese beiden 
so erhaltenen Ebenen durch P stehen auf einander senkrecht" *). 

Und an Stelle jenes EUipsoids wird man die Existenz einer Kugel 
zu beweisen haben, welche P zum Mittelpunkt hat (denn in Bezug auf die 
Fläche zweiter Ordnung, als deren Bild eine ebene Ourve erscheint, ist der 
Augpunkt Pol der Zeichnungsebene, welche die ebene Ourve enthält — ; 



*) Fast in derselben Fassung findet sich dieser Satz bei ». Staudt: „Geometrie der 
Lage I**, Art. 349; auch dort wird er erwähnt als Specialisirung des allgemeineren Hesse- 
sehen Satzes (a. a. 0. 244). 

23* 
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im allgemeinen Fall ist also die aufzustellende Fläche zweiter Ordnung 
dadurch charakterisirt, dass sie erstens durch die vorgegebene ebene Curve 
geht, andererseits den Augpunkt als Pol der Zeichnungsebene aufweist; — 
demnach ist für unsere Specialisirang eine Kugel zu fordern, weil eine solche 
den unendlich fernen Kagelkreis enthält, andererseits muss P zusammen- 
fallen mit dem Pole der (unendlich fernen) Ebene, welche jenen Kugel- 
kreis enthält; d. h. P muss Mittelpunkt der nachzuweisenden Kugel werden). 
Kann in dieser neuen Form der Nachweis des Satzes erbracht werden, 
so hat derselbe vollständige Beweiskraft für den allgemeinen Fall: an jeder 
Stelle könnte ja derselbe übertragen werden in die Sprache der allgemeinen, 
synthetischen Geometrie, und wir schlagen diesen Weg der Specialisirang 
nur ein — es sei ausdrücklich wiederholt — , weil sowohl die nothwendigen 
Figuren übersichtlicher ausfallen, als auch die Aussprache der Beweise an 
Kürze gewinnt. 



Es wäre also zu zeigen: 

I. Wenn vorgegeben zweimal 2 Stellungen von Ebenen, die paar- 
weise auf einander senkrecht sind: 1 auf 3, 2 auf 4, so kann durch jeden 
Punkt des Raumes P eine Kugel x gelegt werden mit P als Mittelpunkt, 
für welche ein windschiefes Vierseit, gebildet aus vier Geraden 12 3 4, 
von der Beschaffenheit existirt, dass die vier Geraden 12 34 von P aus 
durch Ebenen von jenen vier Stellungen 12 3 4 projicirt werden, und zugleich 
die Raumgeraden 1 und 3, 2 und 4 paarweise reciproke Polaren vorstellen 
in Bezug auf die Kugel. 

IL Die Diagonalen dieses räumlichen Vierseits AB, DE sind reci- 
proke Polaren in Bezug auf die Kugel. 

III. Je zwei reciproke Polaren einer Kugel werden vom Mittel- 
punkte aus durch Ebenen projicirt, die auf einander senkrecht stehen. 

Sei nun vorgegeben (Fig. 4) ein Punkt F, sowie zwei Ebenenpaare 
1 und 3, 2 und 4 durch P (paarweise senkrecht stehend). Es wird sieb 
im Beweise ad I. ergeben, dass, sobald eine der vier Geraden des Vierseits 
willkürlich angenommen ist, z. B. AD auf der Ebene 1 (senkrecht zur 
Ebene 3), dann das ganze Vierseit nur noch auf eine Art vollendet werden 
kann, dass dann aber auch die Kugel bestimmt ist, für welche das Vierseit 
ADBE zweimal 2 reciproke Polaren enthält. — 

ad I. Der Nachweis von L geht in folgender Richtung vorwärts: 
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Wir nehmen zunächst eine Seite AD beliebig an in der Ebene 1 (wir nehmen 
aber jedenfalls DA senkrecht znr Ebene 3, aus Rücksicht für die später 
auftretende Kugel, deren polare Eigenschaften es ja mit sich bringen, dass, 
wenn die Gerade AD und eine in der Ebene BEP verlaufende Gerade reci- 
proke Polaren sind, die Gerade AD senkrecht stehen muss auf der Ebene 
3 durch BE und den Mittelpunkt). 

Diese Gerade AD wird getroffen von der vorgegebenen Ebene 2 in 
D, von der Ebene 4^ in A; von D aus fälle man eine Senkrechte DB^ auf 
die Ebene 4 (dieselbe verläuft in der Ebene 2, sie steht im Punkte (J senk- 
recht auf der Schnittgeraden n von 2 und 4), welche die Ebene 3 in Ä 
treffe; und von A aus fälle man eine Senkrechte AaE auf die Ebene 2 
(dieselbe verläuft in der Ebene 4, sie steht im Punkte a senkrecht auf ti), 
welche die Ebene 3 in E treffe. 

Hierauf bestimme man die beiden Punkte xy (dieselben sind in Fig. 4 
weggelassen), welche zugleich ex und J harmonisch trennen auf^i^ zugleich 
aber von P gleichweit entfernt sind. Durch die Punkte xy kann man dann 
eine Kugel legen mit dem Mittelpunkte P. 

Von dieser Kugel kann man sogleich zeigen, dass die Geraden AE 
und BD fUr sie reciproke Polaren sind (Fig. 5). Wir haben zwei Gerade, 
die in zwei zu einander senkrechten — durch den Mittelpunkt gehenden — 
Ebenen 2 und 4 verlaufen, derart, dass diese Geraden zugleich beide 
senkrecht stehen auf der Schnittgeraden n der beiden Ebenen; femer sind 
die Fusspunkte ai dieser beiden Geraden harmonisch getrennt durch die 
Punkte xy, welche die Kugel x auf n ausschneidet: diese Dinge deßniren 
ja geradezu die beiden Geraden durch a und d als reciproke Polaren in 
Bezug auf x. 

Wir kehren nunmehr zur Figur 4 zurück, um uns die Frage vor- 
zulegen: Wo ist die reciproke Polare der Geraden AD in Bezug auf die 
soeben bestimmte Kugel ;? zu suchen? 

Da die Gerade AD senkrecht steht auf der Ebene 3 durch den 
Mittelpunkt, so muss diese reciproke Polare auf dieser Ebene 3 verlaufen. 
Da die Gerade AD die Gerade BD schneidet^ so muss ihre reciproke Polare 
auch die reciproke Polare von BD schneiden, nämlich AE; und da die 
Gerade AD auch die Gerade AE schneidet, so muss ihre reciproke Polare 
auch BD treffen, letzteres als reciproke Polare von AE. 

Demnach: die gesuchte Gerade muss sowohl die Geraden AE, BD 
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schneiden als anch auf 3 liegen; sie ist also identisch mit der Verbindungs- 
linie BE jener beiden Punkte, wo die vorhin construirten Senkrechten durch 
D und A die Ebene 3 durchstossen : ,,BE ist die reciproke Polare von AD 
in Bezug auf die Kugel x/^ 

(Nebenbei ist der — gar nicht selbstverständliche — Satz gewonnen, 
dass die Verbindungslinie BE senkrecht steht auf der Schnittgeraden p der 
Ebenen 1 und 3). 

„Somit können wir nun das windschiefe, zusammenhängende Vier- 
seit ADBE im Räume umfahren und von ihm, dessen Seiten sämmtlich 
durch die vier vorgegebenen Ebenen nach P projicirt werden, aussagen, 
dass seine zwei Paare von je zwei gegenüberliegenden Seiten, nämlich 
AD und BE einerseits, AE und BD andererseits, reciproke Polaren sind 
in Bezug auf ;f," 

ad n. Indem wir uns ferner gestatten, die Bezeichnung 1, 2, 3, 4 
gleichzeitig anzuwenden sowohl für eine Ebene durch F, als auch für die 
auf ihr gelegene Seite des Vierseits, können wir die Bestimmung der reci- 
proken Polaren von ED (im Räume, in Bezug auf die Kugel %) rasch er- 
ledigen. Diese Gerade ED verbindet die Punkte (12) und (34) (Fig. 6), 
demnach ist ihre reciproke Polare identisch mit der Schnittgeraden der 
Polarebenen dieser beiden Punkte. Nun ist nach den Sätzen der räumlichen 
Polarentheorie die Polarebene des Schnittpunktes (12) identisch mit der Ver- 
bindungsebene 34 (weil die Geraden 3 und 4 die reciproken Polaren sind 
von 1, resp. 2); zugleich ist die Polarebene des Schnittpunktes (34) iden- 
tisch mit der Ebene 12. Diese Ebenen 34, 12 schneiden sich längs der 
Geraden AB. 

„Demnach sind in einem windschiefen Vierseit, derart wie wir es 
soeben für die Kugel x bestimmt haben, wo nämlich zwei gegenüberliegende 
Seiten immer reciproke Polaren sind in Bezug auf eine Fläche zweiter 
Ordnung, auch die Diagonalen reciproke Polaren." 

ad III. Dass zwei reciproke Polaren in Bezug auf eine Kugel vom 
Mittelpunkte aus durch zwei zu einander senkrechte Ebenen projicirt werden, 
gehört den Elementen der Stereometrie an. 

Diese Bemerkung ist vollständig äquivalent einem strengen Beweise 
zu dem pag. 178, IIL gegebenen, viel allgemeiner erscheinenden Satze. 
Denn für eine Kugel ist deren Mittelpunkt durch nichts specialisirt — in 
synthetischem Sinne. 



F. Hofmann, Beweise eines Satzes von Hesse. 183 

Hiermit erscheint in der That der verlangte Beweis vollständig ge- 
liefert. Die Gerade DE giebt, mit dem Mittelpunkt verbunden, genau jene 
Ebene durch die Schnittgeraden (12) und (34), von welchen die oben ge- 
gebene metrische Fassung unseres Satzes spricht; desgleichen giebt die 
Gerade AB, mit dem Mittelpunkt verbunden, die Ebene durch die Schnitt- 
geraden (23) und (14); die Ebenen DEP und ABP stehen aber senkrecht 
aufeinander, denn die Gerade DE steht senkrecht auf der Ebene ABP — 
nach elementaren Beziehungen im Polarsysteme einer Kugel. 

Anmerkung. Es wurde schon im Eingang des Beweises (zu I) be- 
merkt, dass die Lage der Geraden AD keine ganz willkürliche ist in der 
Ebene 1, sondern dass sie senkrecht geführt werden müsste zur Ebene 3, 
um die schliessliche Construction der Kugel zu ermöglichen. 

Dies ist wichtig für den Fall, dass die cMgemeine Figur (No. 3), 
interpretirt werden sollte als Bild räumlicher Vorgänge. Die Stelle, wo die 
räumlich werdende Gerade AD die Zeichnungsebene (die Polarebene des 
Auges), wirklich durchsetzt, ist nicht willkürlich zu nehmen, sondern darf 
nur in den Pol der Geraden 3 in Bezug auf den Kegelschnitt K versetzt 
werden. Desgleichen geht die räumliche Gerade 2, soll die Figur schliess- 
lich richtig ausfallen, immer durch den Pol von 4, die Raumgerade 3 durch 
den Pol von 1. Dies ist wohl zu beachten, wenn der Leser versuchen 
wollte, durch darstellende •Geometrie an einer allgemeinen Raumfigur, wie 
sie aus Fig. 3 sich entwickelt, die Schlüsse zu wiederholen, wie sie uns die 
metrische Specialisirung lieferte. 

Im Folgenden sind die Vorschriften vollständig gegeben, wie sie fUr 
eine solche Construction nothwendig sind: 

Nachdem in der ebenen Figur die Pole von 12 3 4 in Bezug auf K 
bestimmt sind, verlege man den Augpunkt P an eine bestimmte Stelle des 
Raumes und construire durch ihn die vier Ebenen nach 12 3 4. In diese 
Ebenen kann man ein beliebiges sich schliessendes windschiefes Vierseit 
einzeichnen (dessen Seiten auf bestimmten Ebenen liegen, 12 34, und zu- 
gleich durch bestimmte Punkte gehen, III IV I II). 

Aber damit ist dann eine Fläche zweiter Ordnung bestimmt, zu welcher 
das Vierseit die schon oft besprochenen polaren Beziehungen hat. Die 
Construction dieser Fläche zweiter Ordnung fällt nicht mehr ganz ein- 
fach aus. Man bestimmt die räumliche Schnittgerade n der Ebenen 2, 4 
durch P und ihre Schnittpunkte ad mit den Seiten 4, 2 jenes räumlichen 
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Vierseits; hierauf lege man eine Ebene « beliebig dorch n, welche den 
vorgegebenen Kegelschnitt K in ^i^ schneide. In dieser Ebene ziehe 
man Pfi, Pv; dann giebt es einen Kegelschnitt von der Eigenschaft, dass 
er die Geraden Pfi^ Pv berührt in fi, resp. v, und dass zugleich die 
beiden auf n gelegenen Punkte ac^ in Bezug auf ihn polar conjugirt 
sind. Hat man einen solchen Kegelschnitt in der Ebene b bestimmt, 
(seine Bestimmung ist eine Aufgabe vom zweiten Grade), dann giebt es 
eine Fläche zweiter Ordnung, welche durch diesen Kegelschnitt geht, 
sowie zugleich durch den vorgegebenen K^ und für welche die Ebene von 
K die Polarebene von P ist*). 

Von dieser Fläche zweiter Ordnung kann man zeigen, dass das vor- 
hin willktlrlich geführte Vierseit 12 3 4 auf den Ebenen 12 3 4 ein Vier- 
seit von den öfters erwähnten polaren Eigenschaften ist 



*) Oder: „es lässt sich eine Fläche zweiter Ordnung in den vom Auge nach K 
führenden Eegel hineinstechen y welche zugleich den soeben bestimmten Hül&kegelschnitt 
enthält". 

Mtlnchen, im November 1885. 
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Sur r^quation P—Dti^ — —\. 

(Par M. Joseph Perott ä Gra-Thumiac (Morbihan).) 



Premier Memoire. 



Introdoction. 

Un sait que T^quation 

t'-Du^ = 1, 

oü D d^signe un nombre entier, positif et non-carr^, est toujours possible 
en nombres entiers qaelle que soit la valeur de D. II s'en faut de beau- 
coup pour qu'on puisse dire la m^me chose k T^gard de l'^quation 

e^Du' = -1. 

En effet, quand cette derni^re ^quation est possible, la forme prineipale 
r^duite (1, E]^D, |E]^|'~D) est äquivalente k la forme r^duite 

(-1, E]^D, D--\E}^D\') 

et cette derni^re forme est contenue dans la p^riode de la premi^re. 

D'oü, en d^veloppant la p^riode de la forme prineipale r^duite, on 
obtient la d^composition de D en une somme de deux carr^s premiers entre 
eux *). Toutes les fois donc qu'une teile d^composition est impossible, 
comme par exemple quand D est divisible par un nombre premier de la 
forme 4w+3, T^quation 

est aussi impossible **). D'autre part , cette ^quation est n^cessairement 



*) Disqu, ar., art. 265. 

**) Cette proposition etait connue des Hindous. Comp. Colebrooke, Algebra, with 
Arithmetic and Mensuration, from the sanscrit of Brahmegupta and Bhäscara, Lond. 
1817, p. 179. 

Journal für Mathematik Bd. CII. Heft 3. 24 
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possiblc quand D est ^gal ä une puissance impaire *) d'un nombre premier 
de la forme 4i»+l; car dans ee eas les deux seules et nniques formes 
r^aites ambigues 

(1, E]fD, \EiD\'-D) et (-1, EfÖ, D^\EiD\') 

devront £tre äquivalentes entre elles. Quand D est ^gal k une somme de 
deux carr^s sans etre une puissance d'un nombre premier impair, l'^quation 

t'^Du^ = -1 

est tantöt possible, tantöt impossible. C'est ainsi que, pour 

D = 85 = 9^+2^ = 7^+6^ 
V^quation 

e-Du^ = -1 

est satisfaite par les valeurs 

t = 378, u = 41, 

tandis que, pour 

Z) = 221 = ir+10^ = 5'+14^ 
r^quation 

e^Dte = -1 

est impossible. En eifet, la p^riode de la forme principale r^duite se 
compose dans ce cas des termes (1, 14, —25), (—25, 11, 4), (4, 13, —13), 
(—13, 13, 4), (4, 11, —25), (—25, 14, 1) et ne contient pas la forme 
(— 1, 14, 25). C'est cette circonstance qui a port^ Lagrange**)^ Legendre***) 
et Lejeune Dirichletf) k rechercher des crit^res pour d^terminer a priori 
si Tequation 

f^ -Du" = -1 

est possible pour une valeur doiin^e de D. Nous n'insisterons d'ailleurs 
que sur les travaux de Lejeune Dirichlet. Apr^s avoir d^montr^ que 
r^quation 

est toujours possible quand D est un nombre premier de la forme 4i»+l, 

*) Comp. Lejeune Dirichlet, Einige neue Sätze über unbestimmte Gleichungen, §2 
(Abhandlungen der Berl. Ak. 1834) et Vorlesungen p. 202. 

**) Miscellanea Taurinensia, t. IV, p. 88 ou Oeuvres t. I, p. 722. 

♦♦♦) Theorie des Nombres, 3»«»« edition, t. I, § VII, p. 64—71. 

f ) Einige neue Sätze über unbestimmte Gleichungen (Abb. der Berl. Ak. 1834). 
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rillnstre arithm^ticien passe k la consid^ration du cas oü D est ^gal au 
double d'un uombre premier q de la forme 4ii+l. On d^montre sans peiue 
que r^quatiou 

t'-2qu' = -1 

est toujours possible quand q est de la forme 8w+5; ee n'est done que 
le cas oü 5f = 8w+l qui präsente des difficult^s. Lejeune Dirichlet d^montre 
k ee sujet le th^or^me suivant: „L'^quation 

t^-2qu' - -1 

est toujours possible quand le nombre premier q est de la forme 16w+9 

et que Ton a 2 * ^ — 1 (mod. 9)". La proposition de Tillustre arithm^ticieu 
peut 6tre remplac^e par la suivante qui dit quelque chose de plus: „La 
condition n^cessaire et süffisante pour que l'^quation 

t'-2qu' = -1, 

oü q d^signe un nombre premier de la forme 16w+9, soit possible, est 

qu'on ait 2 * ^—1 (mod. 9); si q est de la forme I611+I la condition 

2*^1 (mod. q) est n^cessaire sans 6tre süffisante". Pour d^montrer la 
proposition ^nonc^e, nous allons faire remarquer d'abord que si T^quation 

t'-2qu'^-l 

est possible, la forme principale r^duite est äquivalente k la forme r^duite 

(— 1, Ey2q, 2q-'\E}^2q\'^) et la p^riode de la forme principale renferme 
par cons^quent une forme teile que (A, k, — A) ayant ses deux termes 
extremes ^gaux et de signe contraire. On en tire 

2q = h'+k\ 

Or si Ton pose 

q = a'+b' 

en d^signant par ä^ le carr^ impair, on aura 

2q = (a+by+(<^^f>y 

et cette d^composition sera unique dans ce sens qu'il n'existe pas d'autres 
carr^s que (a+bf et (a- 6)^ dont la somme donne 2q. 11 s'ensuit qu'on a 

±h = a±b 

oü a peut 6tre suppos^ positif tandis que les signes de A et de 6 doivent 
Stre choisis convenablement. On en tire, en se souvenant que la forme 

24» 
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(A, k, — A) appartient au genre principal, la congruence 

a±6 = ±1 (mod. 8), 

le signe devant 6tre choisi convenablement tant dans le premier que dans 
le second membre. Or, le nombre b ^tant toujours divisible par quatre, 
on peut ^crire 

a+6 = ±l (mod. 8) 

oü a et 6 sont maintenant positifs, tandis que le signe da second membre 
doit 6tre choisi convenablement. On voit que la condition n^cessaire *) 
pour la possibilit^ de T^quation 

oü q d^signe un nombre premier de la forme 8»+l, est qu'on ait a+b -^ ± 1 

9-1 

(mod. 8), c. ä. d.**) soit q = 16«+9, 2 * :^:: — 1 (mod. ^); soit q = 16w + l, 

2 * z.:^ 1 (mod. q). 

En r^unissant ce r^sultat k ceux que Tillustre arithm^ticien obtient 
dans son memoire, on arrive ä la proposition ^nonc^e. Nous n'insisterons 
pas sur les autres cas abord^s par Lejeune Dirichlet^ car nous nous proposons 
d'y revenir dans la suite du präsent article avec le sujet de laquelle ces 
cas ont plus de rapport qu'avec celui du travail que nous publions aujourd'hui. 
En efFet, nous nous bornerons pour le moment k T^tude de T^quation 

t'-'lqu^ = -1 

oü q d^signe un nombre premier de la forme 4»+l. 



1. 

Le cas oü qr = 8w+5 n'offre aucune difficult^. En eflfet, 2 et —2 
^tant alors des non-r^sidus quadratiques de q, la forme 



(1, Et2q\ \Enq'\'-2q') 



*) La condition n'est pas süffisante, c'est ainsi que pour D = 2.1153 on a bien 
1153 = 33M-8' et par consequent a + 6^1 fmod. 8), et cependant requation 

/^-2306w' = -1 

est impossible. En effot, la periode de la forme principale se compose, pour ce deter- 
minant, dos formen (1,48, —2), (—2,48,1). 

**) Lejeune Dirichlet. Untersuchungen über die Theorie der quadratischen Formen 
(Abb. der Berl. Ak. Aus dem Jahre 1833). 
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ne peat 6tre äquivalente ni ä 

(2, 2£|/Z, 2J£|/Z!^-9), ni ä (-2, 2£|/Z, ^'-2i£|/Zf); 

eile le sera, par cons^quent, ä la forme *) 



(-1, Ei2^\ 2q'--\E^^'\^. 
L'^quation 

e-2qW = -1 

est doiic toujours possible quand q est un nombre premier de la forme 8» +5. 

Le cas oü q est un nombre premier de la forme 8w+l präsente 

beaucoup plus de difficult^s '^*). La plus petite Solution positive de Ti^quation 

e-2u' = -1 

^tant f = 1, fi = 1, toutes les Solutions positives tant de T^quation 

e~2u' = -1 
que de T^quation 

l'-2fr = l 
s'obtiendront par la formule 

rindice s d^signant un nombre entier et positif. Les Solutions de T^quation 

l'-2u' = -1 

correspondront d'ailleurs aux indices impairs et celles de T^quation 

t'-2u' = 1 

aux indices pairs. 

D^signons par o le moindre indice positif pour lequel on a 

M^ i^ (mod. q) , 

tous les indices r pour lesquels on aura 

u^ ^ (mod. q) 

seront divisibles par a, ce qui peut sc d^montrer comme au § 5 de notre 
travail sur les d^terniiuants irr^guliers publik ici-meme ***). On obtient 



*) Comp. D. A. art. 258, III; 231, III; 187, 8 et 9. 
**) A partir d'ici nous desigoeroüs toujours par q un nombre premier de la 



forme 8«+l. 

••*) T. XCVI, p. 335. 
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imm^diatement, en d^veloppant par la formale du binöme: 

(1 + 1^2)^ = 1 + ^2 (mod.^), 
ce qui veut dire qu'en posant 

(1 + /2)* = t,+u^^2, 
on aura 

/,^:1, Ug^l (mod. qr), 

d'oü Ton tire, comme au § 5 de notre travail d^jä cit^: 

w,_i =E (mod. q) 
et par cons^quent 

q^l (mod. o). 
L'^quation 

t'-2q^t^ = -1 

est possible ou non suivant que a est impair ou pair. 

La premi^re partie de la proposition est Evidente; car en faisant 

t = ta, «« = — : 

on obtient bien une Solution de T^quation 

e-^q^u^ = -1. 

Pour rendre Evidente la seconde partie de la proposition, il suffit de faire 
remarquer que si a ^tait pair et T^quation 

f'-2^«i' = -1 

admettait une Solution positive *) T, £/, on devrait avoir 

oü T serait impair, ce qui est absurde, le nombre r devant 6tre divisible 
par o. D^signons par 2^ la plus haute puissance de 2 qui divise g— 1, 
la condition n^cessaire et süffisante pour que a soit impair est qu'on ait 

U ^..x ^ (mod. qr) 



>u 



ou, si Ton veut, 

*) D'une Solution quelconque de l'equation t^—Du* = — 1, on peut toujours deduire 
une Solution positive en changeant les signes d'une maniere convenable, car aucun des 
nombres t, u ne peut etre egal a zero pour une valeur non-carree de D. 
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9-1 q-l 



Or, en d^Bignant par r ane quelconqae des deux Bolations de la congruence 

r^ ^E 2 (mod. ^), 
on peut remplacer la congraence que nous venons d'obtenir par la suivante 

9-1 q -1 



2r 

d'oü Ton tire 



i U.r)^--a-r y^^^ (mod.,), 



9-1 9-1 



(l+r)^^ =(l-r)^ (mod. g). 

Inversement cette derni^re congruence entralne celle de laqaelle eile a 
^t^ tir6e, car 



9-1 9-1 



(1+r) ^ -(1-r) ^ 

est tonjours divisible par 2r et ce dernier nombre est premier k q. Mul- 
tiplions maintenant les deux membres de la congruence pr^c^dente par 



9-1 



(l+r) '^^ ; nous obtiendrons 

9-1 



(l+r)^^'=-l (mod.^), 

congruence qui, ä son tour, entralne celle de laquelle eile a ^t^ d^duite, 
comme on s'en assure facilement en multipliant les deux membres de la 

denü^re congruence par — (1— r) ^ . La congruence 

a+ry'-'=-'l (mod. 9), 

oü r d^signe la racine qu'on voudra de la congruence r^ ^ 2 (mod. g), ex- 
prime par cons^quent la condition n^cessaire et süffisante pour que T^quation 

f-2qW = -1 

soit possible. II s'ensuit que dans le cas oü ^ = 16w+9, la congruence 

(l+r)* =~1 (mod.g) 
exprime la condition n^cessaire et süffisante pour que T^quation 

e-2q^u' = -1 
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soit possible, tandis que dans le cas oü 9 = Ißn+l? la condition 

(1+r) * = 1 (mod. ^) 

est n^cessaire. Elle n'est pas süffisante, car pour q = 1201 = 75.16+1, 011 a 

336^ = 2 (mod. 1201) 
et 

337^^ ^ bW"'' = 1 (mod. 1201), 

et malgr^ cela T^quation 

«^-2.1201^«' = -1 

est impossible. En eflfet, T^quation 

/'-2.120rfi' = 2 

est satisfaite par les valears 

< = 36 112 819 942 067 130 572 000 700 250, 

«I = 21 261 964 919 903 790 461 282 407, 

ce qui exclut la possibilit^ de T^quation 

/'~2. 1201V = -1. 



2. 

Pour r^unir les deux cas, cherchons la condition n^cessaire et süffi- 
sante pour qu'on ait 

(l+;.)V-_(_i)V (ja.od.q). 

irl 
Soit g une racine primitive de ^ et cü le moindre r6sidu positif de g ** , 

nous anrons 

tü*+lE=zO (mod. g) 

et par cons^queut 

(l+Cü^)(l+co+a;') z:^ (l+w)' (^od. q). 
Or puisqu'on a 

((o+ü)y = 2 (mod.g) 

et r designe une racine quelconque de la congruence 

r^^2 (mod. qr), 
on peut poser 

Qj+ü)^ ^r (mod. q). 
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NoQS obtenons ainsi, en d^signant par f le moindre r^idu positif de coi^y 

d'oü, en ^levant les denx membres k la pnissance ^ — , 

(l+r)^(l+/)^ = (l+co)"^ (mod. q). 
On voit qae la congroence 

entratne la snivante 

(-iy(l+fy^ = (l+a,y (mod.q) 
et inversement II s'agit maintenant de trouver les expressions de (1+/) * 

(mod. q) et de (14 co) ^ (mod. q) pour les substitaer dans la congruence 
pr^c^dente. 

3. 

L'expressioD de (1+/) * (mod. q) s'obtient facilement k l'aide des 
consid^rations d^velopp^es par Gauss dans les articles 1—19 de son premier 
memoire snr les r^sidus biquadratiques *). Noas profiterons d^ailleurs d'ane 
remarqne de M. Stieltjes**). Quant anx notations, nons conserverons ton- 

jours Celles de Gauss, sauf ä remplacer p par q et n par ^ — Cela 
^tant ainsi, la congruence 

X* +f^0 (mod. q) 

admettra comme racines tous les nombres de la classe D que nous d^signe- 
rons d'ailleurs avec Gauss par d, d\ d*\ .... Le nombre de ces nombres 

^tant ^gal ä -^x~' ^^ *^^* identiquement 

£-1 

(x-d){x-d')(x-r)'- = x* +f (mod. q), 



*) Tkeoria residuorum biquadraticorum, Cammentatio prima (Comm. soc. reg. scient. 
Gott, rec, vol. VI). 

**) Sur la thSorie des r^sidus biquadratiques (Bulletin des Sciences Mathematiques, 
2»*'" Serie, t. VII, p. 139). 
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et en faisant x = —l 

d'oü, en ^levant les deux membres de la congruence k la paissance ^ . 

^(3i)+2(32)+3(33) ^ (1+ ff^ (moA. q) 
ou, en introdüisant les signes de Gauss 

et par cons^qaent 

9-1 9-1 



8—1» 



4. 

Avant de passer k la d^termination de la valeur de (l+cw) ' (mod. g), 
il est bon de rappeler les notions de la tb^orie des r^sidns bibiquadratiques 
dans le domaine des nombres entiers rationnels. Un nombre entier a est 
dit r^sidn bibiquadratiqne d'un nombre entier M^ qnand il est possible de 
trouver une puissance huiti^me ä® teile qu'on ait 

a^E^h^ (mod. M). 

Si une teile puissance huiti^me n'existe pas, on dit que a est non-r^sidu 
bibiquadratiqne de M. Nous nous bornerons d'ailleurs au cas oü le module 
est un nombre premier q de la forme 8w+l et a n'est pas divisible par q. 
Soit g une racine primitive du module q, nous la prendrons pour 
base et nous distribuerons tous les moindres r^sidus positifs *) dudit module q 
en huit classes 2l,S3,®,S),®,|5,®,^ suivant que les indices de ces 
r^sidus seront eongrus respeetivement kO, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (mod. 8). 
On sait que, la base une fois fix^e, cbaque nombre premier k 9 a une in- 
finit^ d'indices, mais tous ces indices sont eongrus (mod. 9— 1) et k plus 
forte raison (mod. 8), de sorte qu'il est indifferent lequel des indices d'un 
r^sidu on cboisira pour d^terminer la classe k laquelle ce r^sidu appartient 
Comme d'ailleurs les puissances g^\ g, g^, fl^^ • • • fl'^"^ forment un Systeme 
complet de r^sidus de tous les nombres non divisibles par q et que les 
moindres r^sidus positifs de g'\ g^, g^^', . . . g^^ appartiennent ä la classe Ä 



*) Le residu est exclu. 
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et sont di£F^rent8 entre eux, ceux de g, g^, g^\ . . . g''"^ appartiennent k la 
classe ^ et sont diff^rents entre eux et ainsi de suite, il est Evident qne 
chaque classe contiendra le mSme nombre de moindres r^sidas positifs, 

notamment ^ ^ • On voit d'aillenrs facilement que la classe 81 contiendra 

les r^sidüs bibiquadratiques, la classe @ ceux des r^sidas biquadratiques qui 
ne sont pas en m€me temps r^sidas bibiquadratiques; les r^sidus quadra- 
tiques qui ne sont pas en mSme temps r^sidus biquadratiques seront par- 
tag^s ^galement entre les classes ^ et @), et enfin les non-r^sidus quadra- 
tiques seront partag^s ^galement entre les classes 33, 5D, f^, ^. Mais il 
existe un autre crit^re pour d^terminer la classe ä laquelle appartient un 
moindre r^sidu positif donn^ h. D^signons par co le moindre r^sidu positif 

de flr ® et soit 

Ä = flr' (mod. g); 

on voit que g^ ^ ^ sera congru ä 1, ai, co^, co', cd*, o)^, co®, cü' (mod. q) 
respectivement suivant que l est de la forme Sm, 8i»+l, 8i»+2, 8m+3, 
8m+4, 8fii+5, 8fii+6, 8m+7. II s'ensuit qu'un moindre r^sidu positif donn^ 
h appartient ä la classe 31, 33, S, 3), @, f$, @) ou ^ respectivement suivant 

que A ** est congru ä 1, co, co*, wi^, co*, w*, w®, o>' (mod. qr). Toutes les 
racines primitives ^tant des non-r^sidus quadratiques, il est Evident que toutes 
les racines primitives positives et inf^rieures k q seront distribu^es entre les 
classes 3, ^, f^, ^. Nous allons faire voir que cbacune de ces quatre 
classes contiendra le m€me nombre de racines primitives. En effet, un 
Systeme complet de racines primitives (mod. q) correspond k un Systeme 
complet de moindres r^sidus positifs premiers ä ^—1 (mod. ^—1) consid^r^s 
comme indices desdites racines primitives. Or il r^sulte de l'art. 38, III 
des Disquisitiones que, si Ton d^signe par 2^" la plus haute puissance de 2 
qui divise 9— 1, il y aura dans un Systeme complet de moindres r^sidus 
positifs premiers ä g— 1 (mod. q—1) le mßme nombre de r^sidus congrus k 
chacon des nombres 1, 3, 5, 7, . . . 2^—1 (mod. 2"). Comme d'ailleurs 
^ ^ 3, on en tire la cons^quence que , dans un Systeme complet de moindres 
r&sidiis positifs premiers ä q—1 (mod. g— 1), il y en aura le mßme nombre 
de congrus k 1, 3, 5, 7 (mod. 8). Chacune des classes 33, SD, fj, ^ con- 
tiendra par cons^quent 7 racines primitives (mod. q). Or comme 

25» 
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et en faisaht x = —l 

d'oü, en ^levant les deux membres de la congnience ä la paissance ^-j- 

y.(31)+2(32)+3(33) ^ (1+ f)^ (mod. q) 

ou, en introdnisant les signes de Gauss 
et par cons^qaent 

9-1 9-1 



T--^* 



4. 

Avant de passer k la d^termination de la valeur de (1+w) ^ (mod. q)^ 
11 est bon de rappeler les notions de la throne des r^sidns bibiquadratiques 
dans le domaine des nombres entiers rationnels. Un nombre entier a est 
dit r^sidn bibiqnadratiqne d'nn nombre entier M^ quand il est possible de 
trouver une puissance huiti^me h^ teile qa'on ait 

a^F.h^ (mod. M). 

Si une teile puissance huiti^me n'existe pas, on dit que a est non-r^sidu 
bibiquadratique de M. Nous nous bornerons d'ailleurs au cas oü le module 
est un nombre premier q de la forme 8w+l et a n'est pas divisible par q. 
Soit g une racine primitive du module q, nous la prendrons pour 
base et nous distribuerons tous les moindres r^sidus positifs *) dudit module q 
en liuit classes Sl,3,@^,^,@,|^,@,^ suivant que les indices de ces 
r^sidus seront congrus respectivement äO, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (mod. 8). 
On sait que, la base une fois fix^e, cbaque nombre premier ä ^ a une in- 
finit^ d'indices, mais tous ces indices sont congrus (mod. q—V) et ä plus 
forte raison (mod. 8), de sorte qu'il est indifferent lequel des indices d'un 
r^sidu on cboisira pour d^terminer la classe k laquelle ce r^sidu appartient. 
Comme d'ailleurs les puissances g^\ g, g^, fl^^ • • • g^^ forment un Systeme 
complet de r^sidus de tous les nombres non divisibles par q et que les 
moindres r^sidus positifs de g'\ g^, g^^, . . . g^^ appartiennent ä la classe Ä 



*) Le residu est exclu. 
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et sont di£F^rent8 entre eux, ceux de g, ^, g^\ . . . ^^"^ appartieunent k la 
classe ^ et sont diff^rents entre eux et ainsi de suite, il est Evident qae 
chaqne classe contiendra le mSme nombre de moindres r^sidus positifs, 

notamment ^ ^ • On voit d'aillenrs facilement que la classe 81 contiendra 

les r^sidos bibiquadratiques, la classe @ ceux des r^sidus biqnadratiques qui 
ne sont pas en mSme temps r^sidus bibiquadratiques; les r^sidas quadra- 
tiques qui ne sont pas en m^me temps r^sidus biquadratiques seront par- 
tag^s ^galement entre les classes d et @), et enfin les non-r^sidus quadra- 
tiques seront partag^s ^galement entre les classes 33, 5D, f^, ^. Mais il 
existe un autre crit^re pour d^terminer la classe ä laquelle appartient nn 
moindre r^sida positif donn^ h. D^signons par w le moindre r^sidu positif 

£-1 

de flr ^ et soit 

h^^g' (mod. qr); 

on voit qne g^^ ^ sera congrn ä 1, ai, co^, co', co*, co^, w®, wi^ (mod. ^) 
respectivement suivant que l est de la forme 8i», 8i»+l, 8m+2, 8i»+3, 
8fii+4, 8fii+5, 8fii+6, 8111+7. II s'ensuit qu'un moindre r^sidu positif donn^ 
h appartient ä la classe 91, ^, S, 3), @, f¥, @) ou ^ respectivement suivant 

que A ^ est congru ä 1, w, co^, o)^, w*, w*, co®, o>' (mod. ^). Toutes les 
racines primitives ^tant des non-r^sidus quadratiques, il est Evident que toutes 
les racines primitives positives et inf^rieures ä q seront distribu^es entre les 
classes 35, 3), fj, ^. Nous allons faire voir que chacune de ces quatre 
classes contiendra le m6me nombre de racines primitives. En effet, un 
Systeme complet de racines primitives (mod. q) correspond ä un Systeme 
complet de moindres r^sidus positifs premiers ä q—1 (mod. ^—1) consid^r^s 
c^omme indices desdites racines primitives. Or il r^sulte de Tart. 38, III 
des Disquisitiones que, si Ton d^signe par 2^ la plus haute puissance de 2 
qui divise g— 1, il y aura dans un Systeme complet de moindres r^sidus 
positifs Premiers k q—l (mod. q—V) le m6me nombre de r^sidus congrus ä 
^hacun des nombres 1, 3, 5, 7, . . . 2^—1 (mod. 2^). Comme d'ailleurs 
A€ ^ 3^ on en tire la cons^quence que , dans un Systeme complet de moindres 
^^ftidus positifs premiers ä qr-l (mod. q—l)^ il y en aura le m6me nombre 
^e congrus ä 1, 3, 5, 7 (mod. 8). Chacune des classes S, 3), gf, ^ con- 
tiendra par cons^quent ^^^^ racines primitives (mod. q). Or comme 

25» 
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5. 

Quelques exemples rendront plus clairs taut les d^veloppements q 
pr^c^dent que ceux qui vont suivre. Nous donnons la distribution d 
moindres r^sidus positifs en classes pour tous les modules q inf6rieurs ä 20 
C'est toujours la plus petite des racines primitives positives que nous preno 
pour base. 
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q = 41, 
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21 


1, 


2, 4, 


8, 


16, 32, 37, 55, 64. 


» 


5, 


7, 10, 


14, 


20, 28, 39, 40, 56. 


@ 


25, 


27, 35, 


49, 


50, 54, 61, 67, 70. 


3) 


13, 


26, 29, 


31, 


43, 51, 52, 58, 62. 


@ 


9, 


18, 36, 


41, 


57, 65, 69, 71, 72. 


5 


17, 


33, 34, 


45, 


53, 59, 63, 66, 68. 


® 


3, 


6, 12, 


19, 


23, 24, 38, 46, 48. 


^ 


11, 


15, 21, 


22, 


30, 42, 44, 47, 60. 



Perott, stir Fiquation t*—Du* = — 1. 



199 













q - 89, 














^ = 3, 10-37, 7=34. 




a 


1, 


2, 


4, 


8, 


16, 32, 39, 45, 64, 67, 78. 




B 


3, 


6, 


7, 


12, 


14, 23, 24, 28, 46, 48, 56. 




6: 


9, 


18, 


21, 


36, 


42, 49, 55, 69, 72, 79, 84. 




2) 


19, 


27, 


29, 


37, 


38, 54, 58, 59, 63, 74, 76. 




@ 


11, 


22, 


25, 


44, 


50, 57, 73, 81, 85, 87, 88. 




5 


33, 


41, 


43, 


61, 


65, 66, 75, 77, 82, 83, 86. 




0) 


5, 


10, 


17, 


20, 


34, 40, 47, 53, 68, 71, 80. 




e 


13, 


15, 


26, 


30, 


31, 35, 51, 52, 60, 62, 70. 

g = 97, 
^-5, to-64, f=22. 




« 


1, 


6, 


16, 


22, 


35, 36, 61, 62, 75, 81, 91, 


96. 


S3 


5» 


13, 


14, 


17, 


19, 30, 67, 78, 80, 83, 84, 


92. 


S 


2, 


12, 


25, 


27, 


32, 44, 53, 65, 70, 72, 85, 


95. 


2) 


10, 


26, 


28, 


34, 


37, 38, 59, 60, 63, 69, 71, 


87. 


(S 


4, 


9, 


24, 


33, 


43, 47, 50, 54, 64, 73, 88, 


93. 


5 


20, 


21, 


23, 


29, 


41, 45, 52, 56, 68, 74, 76, 


77. 


@ 


3, 


8, 


11, 


18, 


31, 48, 49, 66, 79, 86, 89, 


94. 


d 


7, 


15, 


39, 


40, 


42, 46, 51, 55, 57, 58, 82, 


90. 



« 1, 4, 7 

33 3, 12, 21 

S 9, 11, 26 

2) 5, 19, 20 

@ 2, 8, 14 

8f 6, 17, 24 

@ 13,, 18, 22 

^ 10, 38, 39 



q = 113, 
^ = 3, CO = 18, f=98. 



16, 28, 
23, 29, 
31, 36, 
27,. 33, 
15,' 32, 
42, 45, 
25, 41, 
40, 43, 



30, 49, 64, 

34, 48, 65, 
44, 50, 63, 

35, 37, 76, 
53, 56, 57, 

46, 55, 58, 
51, 52, 61, 

47, 54, 59, 



83, 85 
79, 84 
69, 77 
78, 80 
60, 81 
67, 68 
62, 72 
66, 70 



, 97, 


106, 


,90, 


92, 


, 82, 


87, 


, 86, 


93, 


, 98, 


99, 


, 71, 


89, 


, 88, 


91, 


, 73, 


74, 



109, 

101, 

102, 

94, 

105, 

96, 

95, 

75, 



112. 
110. 
104. 
108. 
111. 
107. 
100. 
103. 



200 



Perott, tur riqualion /'—Du* = — 1. 



n 



33 



(S 



3) 



@ 



5 



® 



^ 



81 



33 



S 



2) 



@ 



5 



@ 



e 



1, 


16, 


34, 


122, 


123, 


133. 


3, 


13, 


31, 


114, 


125, 


127. 


2, 


7, 


9, 


118, 


120, 


129. 


5, 


6, 


21, 


96, 


113, 


117. 


4, 


14, 


15, 


103, 


121, 


136. 


10, 


12, 


23, 


106, 


124, 


134. 


8, 


17, 


19, 


128, 


130, 


135. 


20, 


24, 


41, 


116, 


131, 


132. 



q = 137, 
^=3, a) = 127, f=lOO. 
38, 50, 56, 59, 60, 72, 73, 



74, 88, 115, 119, 



40, 43, 48, 71, 79, 82, 83, 85, 92 

11, 32, 39, 68, 76, 93, 100, 101, 107 

26, 27, 29, 33, 47, 53, 62, 67, 80 

18, 22, 49, 63, 64, 65, 77, 78, 81 

35, 42, 45, 52, 54, 55, 58, 66, 89 

25, 28, 30, 36, 37, 44, 61, 69, 98 

46, 51, 57, 70, 75, 84, 90, 104, 108 



95, 102, 

109, 112, 

86, 91, 

87, 99, 
94, 97, 

105, 126, 



110, 111, 









9 


-5, 


(O = 


1, 


7, 


9, 


12, 


16, 


43, 


109, 


112, 


130, 


138, 


144, 


150, 


5, 


19, 


22, 


34, 


35, 


39, 


113, 


122, 


133, 


141, 


148, 


154, 


2, 


14, 


18, 


23, 


24, 


25, 


107, 


110, 


126, 


161, 


162, 


168, 


10, 


29, 

• 


33, 


38, 


44, 


51, 


104, 


115, 


120, 


123, 


, 125, 


142, 


3, 


4, 


21, 


27, 


28, 


36, 


131, 


134, 


143, 


145, 


147, 


157, 


13, 


15, 


20, 


37, 


47, 


53, 


105, 


117, 


127, 


135, 


136, 


140, 


6, 


8, 


42, 


54, 


56, 

• 


65, 


100, 


, 101, 


118, 


, 121, 

■ 


,124, 


128, 


11, 


17, 


26, 


30, 


40, 


41, 


106, 


114, 


116, 


119, 


132, 


152, 



q = 193, 
40 = 43, /'=112. 
49, 55, 63 

177, 181, 184 

45, 52, 60 
158, 159, 171 

31, 32, 67 

169, 170, 175 

68, 70, 73 
149, 155, 160 

46, 48, 50 
165, 166, 172 

57, 58, 66 

146, 156, 173 

69, 72, 75 
137, 139, 151 

61, 74, 77 

153, 163, 167 



81, 84, 85, 108, 

186, 192. 

71, 80, 82, 111, 

174, 188. 

83, 86, 95, 98, 

179, 191. 

78, 89, 90, 103, 
164, 183. 

59, 62, 64, 129, 

189, 190. 

76, 88, 91, 102, 

178, 180. 

92, 93, 96, 97, 

185, 187. 

79, 87, . 94, 99, 
176, 182. 



Perott, sur C^quation i*—Du^==^ — 1. 



201 



6. 

D^signons par [00], [Ol], [02], [03], [04], [05], [06], [07] respecti- 
vemem le nombre des nombres de la classe *) 81 qui sont suivis imm^dia- 
tement d'un nombre de la classe 21, 33, ®, 3), @, |5, ®, $; de m6me 
d^signons par [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17] respectivement le 
nombre des nombres de la classe ^ qui sont suivis imm^diatement d'un 
nombre de la classe 21, 33,®, 3), @, 5,®,^ et ainsi de suite. Voici 
d'ailleurs les valenrs num6riqaes des termes du Tableau: 



[00] 


[Ol] 


[02] 


[03] 


[04] ; [05] [06] 

1 


[07] 


[10] 


[11] i [12] 

1 


[13] 


[14] 


[15] 


[16] 


[17] 


[20] 


[21] 


[22] [23] 


[24] .[25] i [26] 


[27] 


[30] 


[31] 


[32] 


[33] 


[34] 


[35] 


[36] 


[37] 


[40] 


[41] 


[42] [43] 


[44] 


[45] 


[46] 


[47] 


[50] 


[51] 


[52] 


[53] 


[54] 


[55] 


[56] 


[57] 


[60] 


[61] 


[62] 


[63] 


[64] 


[65] 


[66] 


[67] 


[70] 


[71] 


[72] 


[73] 


[74] 


[75] 


[76] 


[77] 



poar les modnies qni noas ont servi d'ezemples. 



9 = 41. 





















1 
1 


















1 











1 


1 




















1 














1 





1 











1 





















1 











1 


1 


1 





















1 





1 






















2 


1 


2 














1 





1 








2 





1 


1 





1 


1 








1 


1 











1 





1 


1 


2 





1 


1 








1 


1 





1 





1 


1 




2 

1 











1 


1 





1 


1 








1 








2 





1 


1 



•) Les classes a, 33, ß, 35, 6, 5, ®, ^ sont considerees comme ne so composant 
que de moindres residus positifs (mod. q). 
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Pour les d^velopperaents qui vont »uivro, il coiivI«nt d« tmitor 
s^par^ment les modules de la forme Ißn+l et ceux qui Hont (h) In forin» 
16n+9. Nous commencerons par les premier». 



7. 

Le Symbole [00] indiqne de combieii de mani^rcH iViMumtvM on 
peut satisfaire ä l'^quation a+1 = a' oh a^ v! di^Higneiit Indi^üniirM'jit di^H 
nombres de la classe $(. Comme pour les modules q de la forme Kin | 1, 
OL et 9— a' appartiennent ä la m£me classe, 011 peut dirc auHsi que |00| 
indique de combien de mani^res diif^rentes il est possible de satisfaire k 
r^quation 

1+a + a' = q. 

Cette demi^re ^quation peut d'aillenrs £tre reropla^^e par ia cjfUf(rui*JUiH 



1+a+a (mod.q). 



De meme 



[Ol] indiqne le nombre des solntions de la r^/mgmenr'e \ * a * fi 

I VfM I •« •• •• •• •• 

I \JKß I •• •• •• •• •• 

ro4i 

I \70 j •• •• •• •• •• 

[UoJ — •«•.— •• 

I ^j ■ I •• •• •• •« «• 

[10] > - - .. 

[11] - 



•« •• 



*• »* 



•* «« 



*» •« 



•• •« 



•« •• 



«« *0 



M» •« 



1-» « • y 

1 .« 
J . « 

I 
1 









? 






^fw^Ml.iyy, 
^mtfd.q^^ 

^ttup^.q^, 
^f$i0A.q^. 



oh |i et ,:?", 7 et y . 3 et ^, « et il, ^ « ^, r et r , * #Ä ^ iJo^^pitctt in^ 
definiBem 4a§ w>sbre!% de U eIa«M: S« (^. X^ ^. ^« <i!^^ ^ re;4fi^^r^«ieAC 
Ob eB 3re h&fb^ia:efikefrt les^ rm^r-lnh reU:i6iM «hMr>^ 



or = i«y. 






'.«i ->•: 

* ^ 






^ * 


or = '7«v. 


'Vi ^ '21 . 








':*; 

^ 




ir = 7:;, 


P\ = ] /2^. 








'2r7 


•72:, 


-^I = >^1' 


>5^ = 5:^ . 












4r = 7-ti, 


/^ — '-O , 






2i^,» 
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D'une aolntion donn^e de la congraence 

1+a+ß^O (mod. 9) 
se dedoit imm^diatement ane solation de la congraence 

1+0+^ = (mod.9), 

en d6iignant par le nombre de la classe ^ qui donne (30 ^ 1 (mod. q) 
et par 0' le moindre r^sida positif de ad. Ce r^sida appartiendia ^videmment 
ä la classe $. Inversement d'ane Solution donn^e de la congruence 

l+d+d' = (mod. 9) 

ou pent d^nire ane solation de la congraence 

1+a+ß^O (mod. 9), 

en d^signant par ß le nombre de la classe S qai donne ßO^l (mod. 9) 
et par a le moindre r^sidn positif de ßff. On en conclat qae les deax 
congraences ont le m£me nombre de solntions, c. ä d. qa'on a 

[Ol] = [77]. 
De m£me de la congraence 

1+a+y^O (mod. 9) 
on d^duit la congraence 

l+ri+ri' = (mod. 9), 

en d^terminant tj de mani^re qa'on ait riy^l (mod. q) et en posant 
atj^Tj' (mod. q). II s'ensait qae les deax congraences ont le mßme nombre 
de solntions et par cons^qaent 

[02] = [66]. 

On d^montre de la m£me mani^re qae les congraences plac^es sar la 
m^me ligne horizontale dans le Tableaa saivant ont le m^me nombre de 
solntions: 

1+a+d^O et l+^+S' = 

l+a+ e = et l+e'+e" = 

l+a+i; = et I4c^+c^' = 

l+a+ri = et l+y+/ = 

l-\-a+0 = O et l+/i+/i'=0 
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l+ß+ J = 0, 

1+/H « = 0, 
l+ß+ C = 0, 

l+y+s = 0, 



1+/3+ Ö = 
l+y+ö = 

l+e+Ö = 

1+ C+ Ö = 



et 


l-hV+^ — O] 


et 


1+C+^-O; 


et 


l+e-l-^ — 0; 


et 


l+(y+e 0; 


et 


i-\-r+s — 0] 


et 


l+«+J? — 0; 


et 


l4-(>+^-0. 



Nous obtenons ainsi les 21 relations saivantes: 

[Ol] = [77], [02] = [66], [03] = [55], 

[04] = [44], [05] = [33], [06] = [22], 

[07] = [11], [12] = [17] = [67], 

[13] = [27] = [56], [14] = [37] = [45], 

[15] = [47] = [34], [16] = [57] = [23], 

[24] = [26] = [46], [25] = [36] = [35]. 
En y joignant les vingt-hnit relations obtenaes pr^c^demment , on obtient 
quarante-neaf relations qni penuettent de r^duire nos soixante-qaatre in- 
d^termin^es ä qninze comme le montre le Tablean saivant dont les tennes 
correspondent ä cenx du Tablean qae nous avons donn^ dans le §6. 



I 


II 


III 


IV 


V 


VI 


VII 


vm 


II 


VIII 


IX 


X 


XI 


XII 


XIII 


IX 


III 


IX 


VII 


xni 


XIV 


XV 


XIV 


X 


IV 


X 


XIII 


VI 


XII 


XV 


XV 


XI 


V 


XI 


XIV 


XII 


V 


XI 


XIV 


XII 


VI 


XII 


XV XV 


XI 


IV 


X 


XIII 


VII XIII 

: 


XIV 


. XV 


XIV 


X TIT 


TX 


VIII 


IX 


X 


XI 


XII 


XIII 


IX 


II 



8. 
Nous allons maintenant exprimer les symboles qae Gauss consid^re 
dang les art. 15 — 19 *), ä Taide de ceux que nous venons d'introduire. On 

^) Theoria residuorum biquadraticorum, Commentatio prima. 
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obtient imm^diatement en conservant la notation de Gauss, saaf qne le 
nombre premier q a pris la place de p: 

(00) = [00]4-[04]+[40]+[44], 

(01) = [01]+[05]+[41]+[45], 

(02) = [02]+[06]+[42]+[46], 

(03) = [03]+[07]+[43]+[47], 

(10) = [10]4-[14]+[50]+[54], 

(11) = [11]+[15]+[51]+[Ö5], 

(12) = [12]+[16]+[52]+[56], 

(13) = [13]+[17]+[53]+[57], 

(20) = [20]+[24]+[60]+[64], 

(21) = [21]+[25]+[61]+[65], 

(22) = [22] +[26] +[62] +[66], 

(23) = [23]+[27]+[63]+[67], 

(30) = [30]+[34]+[70]+[74], 

(31) = [31]+[35]+[71]+[75], 

(32) = [32]+[36]+[72]+[76], 

(33) = [33]+[37]+[73]+[77] 

d'oü, en introdnisant les signes de Gauss et les nötres: 

Ä = I+3V, 
i = 11+ VI +2X1, 
k = III+ VII + 2X1 V, 
/ = IV+VIII+2XII, 
m = IX+ X+XIII+XV. 



9. 

Nous d^signerons par [OH], [Ifi], [2fi], [3ß], [AR], [5ß], [6fi], [7Ä] 
respectivement le nombre des nombres de la classe ^, $, @, '$), @, ^, @, ^ 
qai sont snivis imm^diatement d'an r^sida qnadratiqne, et de mSme noas 
d^signerons par [OiV], [IN], [22V], [3iV], [42V], [52V], [62V], [72V] le nombre 
des nombres de la classe SC, fd, @^, ^, @, i5, &, ^ qni sont snivis imm^diate- 
ment d'an non-r^sidn qnadratiqne. En comparant ces nonveanx symboles 
k cenx qne nons avons introdnits an § 6, on obtient imm^diatement : 
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ce qni donne 



[Oß] = [00}+[02]+[04]+[06 
[Iß] = [10]+[12]+[14]+[16 
[2ß] = [20]+ [22] +[24] +[26 
[3ß] = [30]+ [32]+ [34]+ [36 
[4fi] = [40] +[42] +[44] +[46 
[5ß] = [50]+[52]+[54]+[56 
[6ß] = [60] +[62] +[64] +[66 
[7ß] = [70]+[72]+[74]+[76 
[OiV] = [Ol] +[03] +[05] +[07 
[liV] = [11]+[13]+[15]+[17 
[2iV] = [21]+[23]+[25]+[27 
[SN] = [31]+ [33] +[35] +[37 
[AN] = [41] +[43] +[45] +[47 
[5iV] = [51]+[ö3]+[55]+[57 
[ßN] = [61]+[63]+[65]+[67 
[IN] = [71]+[73]+[75]+[77 

[2ß] = [6ß] = &, 
[2A'] = [62V] = I», 
[Iß] = [IN], 
[SR] = [bNl 
[öß] = [32V], 
[7ß] = [liV], 
[0ß]+[4ß] = Ä+&, 
[ON]+[AN]= i+l, 
[3ß]+[7ß] = l+m, 
[3iV]+[7iV] = i+m. 

Nous d^signerons par [ßO], [ßl], [ß2], [ß3], [ß4], [ß5], [ß6], [ß7] le 
nombre des r^sidns qnadratiques compris eutre 1 et g—1 inclasivement et 
saivis imm^diatement d'un nombre de la classe % $, @, ^, @, ^, @, ^; 
noas d^signerons de m6me par [NO], [iVl], [2V2], [2V3], [2V4], [2V5], [N&], 
[Nl] le nombre des non-r^sidas qaadratiques compris entre 1 et q—l et 
snivis imm^diatement d'un nombre de la classe ^, $, (S, ^, @, ^, ®, ^. 
On obtient, sans difficalt^, h, l'aide des nombres [00], [Ol], [02], etc., les 
relations snivantes: 
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[OÄ] = [ßO]; [lfi] = [Äl] 

[4Ä] = [ß4]; [5Ä] = [Ä5] 

[OiV] = [iVO]; [liVJ=[iVl] 

[4iV] = [iV4]; [^)^]=[iV5] 



[2ß] = [/l2]; [3Ä] = [ß3]; 

[6ß] = [ß6]; [7ß] = [ß7]; 

[2N] = [N2]; [3iV]=[iV3]; 

[6iV]=[iV6]; [7iV] = [iV7]. 



Dösignons cnfin pnr [ßß], [ß^ le nombre des r^sidas qnadratiqnes com- 
pris entre 1 et q—l inclasivement et snivis imm^diatement d'nn r^sidn qaa- 
dratique, d'nn non-r6sida quadratique; de m6me [NR], [NN] d^signera le 
notnbre des non-r^sidos qnadratiqnes compris entre 1 et q—l et suivis 
immödiatement d'nn r^sidn qnadratiqne, d'nn non-r^sidn qnadratiqne. Ces 
nombres ont ^t^ consid^r^s par Gauss dans l'art. 356 de ses Disquisitiones 
arithmeticae. Gauss obtient 

[NR] = [NN]=^--y. 

Or si iV est un non-r^sidu suivi d'un r^sida N+1 = Ä, q—R sera un r^sida 
suivi d'un non-rösida q—N. On en d^dait facilement la relation 

[iVß] = [ßiV] = l=l. 

Eüfiü comme chaqne r^sidn quadratique compris entre 1 et 9— 1 inclasive- 
ment, sauf le rdsidu 9— 1, est suivi immödiatement soit d'nn r^sidu quadra- 
tique, soit d'un non-r^sidu quadratique, on a 



d'oü 



[RR]+[RN] = ^, 



[RR] = ^^ 



4 

D'ailleurs comme tout nombre tant de la classe ® que de la classe (& doit 
gtre suivi immödiatement soit d'un rösidu quadratique soit d'un non-r^sidu 
quadratique, on obtient 

[3fl]+[3iV] = 2«, 

[4fi]+[4iV] = 2n 

oü nous avons remplac^ \k~ P^^ ^^ comme nous le ferons souvent dans 
la suite. 

Cela ^tant ainsi, cherchons le nombre des Solutions de la congmence 

1+a+iV+Ä = (mod. q) 

oii a, R, N dösigne ind^finiment un nombre de la classe 0, an r^ida 
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qaadratiqne compris entre 1 et 9— 1 inclusivement, un non-r^sidu qiiadratiqne 
compris entre 1 et ^—1. On voit d'abord que, q 1 ^tant un r^sidu qua- 
dratique, le nombre 1+N appartiendra nöcessairement k nne des classeB 
21, S5, S, 2), ®, ?5, ®, |>. Toates las fois que 1+N appartient ä la claase % 
dans quel cas on a l+iV=a" par exeraple, la congruence 

af'+a+R^O (raod. q) 

admet autant de Solutions que la suivante 

l+a+Ä' = (mod. 9) 
qu'on obtient en posant 

c. ä. d. [Oß] Solutions. De m6me, toutes les fois que \+N appartient ä la 
classe S5 et que Ton a l+iV = /?'* par exemple, la congruence 

/?'+«+/* = (raod. q) 
a autant de Solutions que la suivante 

1+ö+N'eeziO (raorf. 9) 
qu'on obtient en posant 

d/?^_.«, ß'N'~R (raod. 9), 

c. k. d. [IN] = [Ifl] Solutions. 

De mßrae, toutes les fois que 1+N appartient ä la classe ® et que 
Ton a 1+N^y* par exemple, la congruence 

/+a+ß = (mod.q) 

a autant de Solutions que la suivante 

l+t]+R' = (moA.q) 

qu'on obtient en posant 

frj ^ a, y^'fl' ^^ fl (raod. 9), 

c. ä. d. [6ß] = [2ß] Solutions. En continuant de la ra6me mani^re, on 
obtient, comme norabre des Solutions de la congruence 

1+a+N+R^EO (raod. q), 
Texpression 

[0R][0N]+[IR][IN]+[2R][2N]+[3R][SN]+[4.R][4JS^ 

+[QR][ßN]+[lR][lN]. 

Nous allons raaintenant obtenir une autre expression du mSrae norabre en 

Journal für Mathematik Bd. ClI. Heft 3. 27 
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partant de la consid^ration des valears qae peut prendre 1+a. Faisons 
remarquer d'abord qu'on ne peut faire « = 9— 1, ce qui conduirait ä la con- 
gruence absurde 

iV+ß~0 (mod. 9). 

Soit 1+« = ti\ la congruence 

ß"+iV4-Ä--0 (mod.9) 
aura autant de Solutions qne la suivante 

l+iV'+Ä' = (mod.7) 
qu'on obtient en posant 

ÄW=Ar, fi"/?' = ß (mod.9), 

c. ä. d. [iVß] Solutions. De m6rae, quand 1+« = ^', la congruence 

N"+iV+Ä = (mod. q) 

aura autant de Solutions que la suivante 

l+ß'+A" = (mod. 9) 

qu'on obtient en posant 

iV"Ä'--N, iV'W^ß (mod. 9), 

c. ä. d. \NK\ Solutions. 

Nous obtenons ainsi, comme nombre des Solutions de la congruence 

l4-«+iV+ß = (mod. q), 
l'expression 

[iVÄ] |[OÄ]+[OiV]| = 4n(2»-l). 

D'oü Ton tire la relation 

[0Ä][0iV]+[lß][lN]+[2fi][2iV]+[3Ä][3iV] 
+[4fl][4iV]+[5fl][5Ar|+[6ß][6iV]+[7fl][7iV] 

= 4n(2»-l) = 8»'-4i». 

Nous allons rechercher d'une mani^re analogue le nombre des Solutions 
de la congruence 

l+«+ß+ß' = (mod. q). 

D'abord on peut faire R^q—1 et la congruence pröc^dente se r^duit alprs 
k la suivante 

6+ß' = (mod. 9) 

qui, pour toute valeur de e, donne la valeur correspondante de ß'^ de sorte 
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qu'on obtient ainsi 2n solations. Hormis ce cas, 1+R appartiendra k nne 
des classes Sl, B, (S, ^, @, f^, @, $, et en se servant de considdrations 
analogaes k Celles qae nons avons ddjä employdes, on obtient, comme 
nombre des solations de la congraence 

l+e+R'+R' -— (mod. q), 
l'expression 

2« + 2 [OR] [4R] + 2 [ 1 fl] [öR] +2[2R] [6/1] + 2 [3Ä] [7ß]. 

D'on autre cötd, en partant des valears de 1+b, od obtient pour le m6me 
nombre l'expression 

[flfi][4Ä]+[iViV][4iV], 

ce qui noas condnit k l'^galitd 

[0Ä][4ß]+[lÄ][5Ä]+[2ß][6Ä]+[3ß][7Ä] 
= -«+i[ßß][4ß]+^[iVN][4N]. 
De m€me la congruence 

l+e+iV+N' r^ (mod. q) 
nons condnit k l'^galitd 

[0iV][4iV]+[liV][öiV]+[2N][6/V]+[3iV][7iV] 
= ^[ßß][4A?]+x[iViV][4ß]. 
En rajoutant k la prdcddente on obtient 

[Oß][4ß]+[lß] [öß]+[2ß] [6ß]+[3ß][7ß] 
+[0iV][4iV]+ [liV][5iV] +[2iV][6iV] +[3iV][7 Af] 
= -B+i|[ßß]+[iViV]!|[4ß]4-[4Af]i 
= -«+|(8«-1).2« = 8«^-2«. 

En ajontant enfin k cette derni^re dgalitd celle qne nons avons obtenae 
prdcddemment, on obtient 

[0ß][0N]+[4ß][4iV]+[0ß][4ß]+[0iV][4iV] 
+[2ß][2N]+[6ß][6A']+[2fl][6ß]+[2iV][6iV] 
+[3ß][3iV]+[7ß][7iV]+[3ß][7ß]+[3iV][7iV] 
+[lfi][lA-]+[5ß][5iV]+[lß][öß]+[liV][5iV] 
= 16«^— 6«. 

D'un autre cöt6 on a dvidemment 

27* 
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[0R]+[4N]+[0N]+[AR] = 4«-l, 
[2fi]+[6iV]+[2iV]-[-[6ß] = 4«, 
[3ß]+[7i\]+[3iV]+[7Ä] = 4», 
[lfi]+[5iV]+[liV]+[5Ä] --= 4». 

Or en ^levant ces qaatre relatious au carrd et en retranchant de la aomme 
des r^saltats ainsi obtenns le quadruple de l'ögalit^ ä laqaelle nous sommes 
parvenns tout ä l'heure, on obtient *) 

|[0Ä]+[4iV] - [OiV] - [4fi]| •' 
+ l[2Ä]+[6iV]-[2iV]-[6fi]|^ 
+ |[3ß]+[7iV]-[3iV]-[7Ä]P 

+ |[lfl]+[5iV]-[lN]-[5Ä]r 
= 16»+1 = q. 

D'oü, en remarquant qne le second carr^ est identiquement nul et qne le 
quatri^me est ^gal au troisi^me: 

q = |[0Ä]+[4iV]-[0N]-[4fl]r 
+2 |[3fl]+[7iV]-[3iV]-[7Ä]P . 

Or un nombre premier de la forme 16«+ 1 n'est d^composable que d'une 
seule mani^re en un carr^ augmentö du double d'un antre. En d^signant 
donc cette d^composition par c'+2d', ou obtient 

[0fi]4-[4N]-[02V]-[4Ä] = c, 
[3ß]+[7Ari-[3iV]-[7fi] = d 

oü toutefois il faut choisir les signes de c et de «i d'une mani^re couvenable. 
Or on a 

[ON] = [01]+[03]4-[05]+[07] 
= [77]+[55]+[33]+[ll]. 

Le nombre [11] indique combien il y a de nombres de la classe 35 qui sont 
öuivis imm^diatement d'an nombre de la mSme classe IB. 

Or il est Evident que si ß est un nombre de la classe S3 suivi d'on 
nombre ß+1 appartenant ä la classe 33, le nombre q—(i—l appartiendra 
k la classe 33 et sera suivi du nombre q—ß appartenant k la meme classe. 
II s'ensuit qu'on peut associer deux k deux les nombres de la classe 33 
qui sont suivis imm^diatement d'un nombre de la m€me classe. C'est 

*) Elements cCEuclide, II, 5. 
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ainsi que ß et q—l—ß seront appel^s des nombres associös toutes les fois 
que ß+l appartieut k la classe 33. Le nombre [11] est par cons^quent 
pair ä moins qn'il n'existe un nombre associ^ k lni-m€me. Or cette derni^re 

circoDstance ne peut se präsenter: car eile exige que ^ et par cons^qnent 

2 appartienne k la classe S, ce qui est Impossible , le nombre 2 ^tant 
r^sidu quadratiqae de tont modnle premier de la forme 16» +1. On pronvera 
de la m6me mani^re que les nombres [33], [öö] et [77] sont pairs; le 
nombre [ON] le sera par cons^qnent aassi, et comme ou a 

[4fi] - [40]-!- [42] +[44] +[46] = 2 [44] +2 [42], 
on en tire 

c 7- [0ß]+[4iV]+[0iV]+[4fi] = 4«-l ^ -1 (mod. 4), 

ce qni d^termine le signe de c. Les qaatre ^qnations 

[0ß]+[4^]-[0iV]-[4Ä] = c, 
[■iR]+[7N]-[SN]-[7R] = d, 
[0fl]+[4N]+[0iV]+[4fl] = 4»-l, 
[3ß]+[7iV]+[3iV]+[7Ä] = 4« 
noQS donnent 

[0ß]+[4]V] = 2n+^(c-l), 
[0iV]+[4Ä] = 2«-i(c+l), 
[3R]+[1N] = 2n+id, 
[3iV]+[7Ä] = 2n-ld. 
Cela ^tant ainsi, les huit äquations 

[0fi]+[4fi] = A+A- = 2« -Ko+3), 
[0iV]4-[4iV] - t+/ =2«+K«-l). 
[0ß]+[4A^] = 2«+|(c-l), 
[4/i]+[4iV] = 2«, 
[SR]+[lR]=2H+\b, 
[SN]+[7N] = 2n-\b, 
[3fl]+[3iV] = 2«, 
[3iV] + [7fi] = 2ii-K 



nons donnent 



[Oft] = «+.iL(-o+2c-5), 
[ON] = «+JL( a-2c-3), 
[AR] = «+x(_a_2c-l), 
[4iV] = «+!( a+2c+l), 
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[3Ä] = »+K 6+2d), 
[TR] = «+K b-2d), 
[SN] = n+i(-b-2d), 
[1N] = n+i(-b+2d). 

Les qnantit^g [Iß], [liV], [ÖH], [öiV] se d^terminent par les ^qaations 

[lß] = [7iV] = ii+K-*+2rf), 
[liV] = [7ß] = «+K 6-20, 

[5fl] = [3iV] = »4-K-*-2<0, 
[öiV] = [3fl] = «+K b+2d). 

Enfin les qnatre ind^termin^es [2Ä], [2iV], [6ß], [6iV] aont dorniges par les 

^qaations 

[2fi] = [6ß]=& = «+K a-1), 

[2iV] = [6iV] = m = „ + JL(-o+l). 

II reste ä d^terminer le signe de d. 
Consid^rons l'expression 

On sait qu'on a 

'~k a^^O (mod. 9) 



1=1 



toutes les fois que ^i n'est pas divisible par ^—1. Dans le cas oü fi est 
divisible par 9— 1, on a 



Z «^ ^ — 1 (mod. q). 

*=i 



On obtient par cons^quent 



-.q-\ 9-* 



Z (a'+l)' =-1 (mod. 9). 

Or parmi les nombres a^+1 il y eu aura 2[0Ä] nombres appartenant ä la 
classe ^, 2[l/i] nombres appartenant ä la classe 3, 2 [2/}] nombres apparte- 
nant ä la classe @^, 2 [3/}] nombres appartenant k la classe ^, 2[4/i] nombres 
appartenant k la classe @, 2[öA] nombres appartenant ä la classe %^ 2[6ß] 
nombres appartenant ä la classe @, 2[7/i] nombres appartenant ä la classe 
^ et enfin deux nombres divisibles par q, On peut ^crire par cons^qaent 

2 j[0ß]+a>[lÄ]+cü^[2Ä]+cü'[3fi]| 
-2 |[4fl]+w[5fi]+c«'[6ß]+cü^[7Ä]j = -1 (mod. 7). 
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Or on a, en vertu des relations qua nous avons obtenues, 

[2fi] = [6Ä], 

[0ß]-[4ß] = ^, 

[lfi]-[5fi] = [3ß]-[7ß] = ^rf 
et par cons^quent 

c+rf(w+co^) ^E (mod. 9), 

ce qui dötermine le signe de d. 



10. 
Nous pouvoDS obtenir maintenant facilement la valeur de Texpression 

(1+cü) ^ (mod. 9), le module q ^tant un nombre premier de la forme 16i»+l- 

La congruence 

9-1 

admettra pour racines tous les nombres C, V^ X!\ • • • de la classe %. Le 
nombre de ces nombres ^tant ^^ , on aura identiquement 

(a:-O(x-O(^-r0(^-r") - -- x^-io'' (mod. q) 
et en faisant a? = — 1 : 

(l+0(l+r)(l+r)(l+r) ... = l-a>^ = l+e« (mod. 9) 

d'oü, en ^levant les deux membres k la puissance ^'Z : 

et en substituant la valeur de [5iV], 

(1+eo)'"^ = (_!)" ^s'^-i" (mod. 9). 



11. 

Fassons maintenant aux modules premiers q de la forme 16n+9. 
Eo se souvenant que 9— 1 appartient pour de tels modules ä la classe @, 
on obtient par la considöration des congruences: 
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l+«4- «=:-. 

l4-«+?----0 

1+ «+ T] £■-£ 

l+a+Ö = 

1+/^+ f — 
14-/9+^ = 
l+/if4-»? = 







l4-(y4-« = 
14-«HS 

1-f (J+Ö^O 

l+«4-C = 

l4-«4-d=£=0 

1+ c+ 1? = 

les relations snivantes: 



1+/?+ Ö zr 

1+y+C- 



et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 
et 



+/?+«. .-iO 

+ fH ß ;^ 
+ *+« = 

+ ^+c — 

+ (f+ß - . 

4- K+ß -- 

4-''/4-/^ = 

4- e+ß -= 

4-C4-y = 

+ e+y -- 

4-f4'^^-0 
4-»;' 1-^^ = 



ö4-<y===o 

4- ?4- e EEH 
4-r/+*-:.-i0 

4- Ö4- f = 
4-r/4-? = 
+ 0+^ = 
4-ö-(-»? — 



[00] --= [44], 
[07] = [34], 
[17] = [35], 
[30] = [47], 
[43] = [70], 



[Ol] = [54], 
[10] = [45], 
[20] = [46], 
[31] = [57], 
[52] = [61], 



[02] = 
[11] = 
[21] = 
[32] = 
[53] = 



[64], 
[55], 

[52], 
[67], 
[71], 



[03] 
[12] 
[22] 
[33] 
[63] 



[74 
[65 
[66 
[77 
[72 



mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. flf) 

• 

mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. q) 
mod. y) 
mod. gf) 
mod. q) 
mod. 9) 
mod. q) 
mod. gr) 
mod. gf) 
mod. q) 
mod. gf) 
mod. q) 

[05] = 
[13] 3 

[23] = 

[41] = 



= [14], 
^ [75], 
- [76], 
= [50], 



[06] 
[16] 
[27] 
[42] 



[24 
[25 
[36 
[60 



Ell maltipliant la congraence 



Per Ott, 8ur riqvation ('— Dti' = ~1. 



217 



l+a+6E3 (mod. q) 

par le nombre «' de la classe @ qui doniie es' ^£l (mod. q) et en d^signant 
par «" le moindre r^sidu positif de «*', on obtient 

!+€'+€" r-0 (mod. q) 

d'oü Ton tire 

[00] = [40]. 

Des consid^rations analognes noiis donneiit les relations suivantes 

[Ol] = [37], [02] = [26], [03] = [15], [05] = [73], [06] = [62], [07] = [51], 
[10] = [33] = [41], [11] = [80] = [43], [12] = [27] = [53], [13] = [16] = [63], 
[17] = [23] = [52], [20] = [22] = [02], [21] = [31] = [32]. 

Nos soixante - qnatre ind^termin^es se r^duisent ainsi k qninze comme le 
montre le Tableau siiivant: 



I 


II 


III ' 

1 


IV i 


V 


VI 


VII 


VIII 




X 


XI 


XII 


VI 


IV 


XII 


XIII 


XIV 


XV 


XIV 

XV 

1 


XIII 
IX 


VII 
VIII 


XII 
XIII 


TII 


XI 


X 


XV 


XI 


II 


I 


IX 


XIV 


1 
X I 


IX 


XIV 


X 


IX 
XIV 


VIII 
XIII 


XIII 
VII 


' XI 
XII 


' II 

III 


X 

' XI 


XV 
XIV 


XV 
XV 


X 


XI 


XII 

1 

1 


VI 


IV 


XII 


XIII 


IX 



Les nombres de Gauss is'exprinient k l'aide de cenx que nous venous 
d'introdnire, de la mani^re snivante: 

h = 31+ V, 
i = 11+ VI+2IX, 
k = III + VII + 2X1 V, 
/ = IV+VIII+2X, 

m = XI+ XII+XIII+XV. 

Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 3. 28 
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Noas allons mainteiiaiit introduire, comme au § 9, les nombres 

[Oß], [Ifi], [2ß]. [3fi], [4ß], [5ß], [6fi], [7ß], 
[OAT], [liV], [2iV], [SN], [4iV], [öiV], [6iV], [7iV]. 

On obtient sans difficnlt^ 

[2ß] = [6ß] = lII+VII-f-2XIV = k, 
[2N] = [6/V] = XI+XII+XIII+XV = m, 
[Iß] = [7JV] = Vl+IX+XI+XU, 
[3ß] = [bN] = VIII+X+XI+XV, 
[5ß] = [SN] = II+IX+XIII+XV, 
[7ß] = [IN] = IV+X+XII+XIII, 
[Oß] = I+III+V+VlI, 
[4ß] = 2I+2XIV, 

[ON] = ii+iv+vi+viir. 

[4A'] = 2IX+2X, 
[Oß]+[4ß] = h+k, 
[ON]+[iN] = i+l, 
[3ß]+[7ß] = l+m, 
[SN]+[1N] = «+m. 

En introdnisant anssi leä nombres 

[ßO], [ßl], [ß2], [ß3], [ß4], [ß5], [ß6], [ß7], 
[NO], [iVl], [JV2], [JV3], [iV4], [iV5], [iV6], [iV7], 

on obtient imm^diatement les relations saivantes 

[ß0] = [4ß], [ßl] = [5ß], [ß2] = [6ß], [ß3] = [7ß], [ß4] = [0ß], 

[ß5] = [lß], [ß6] = [2ß], [ß7] = [3ß], [N0] = [4iV], [JVl] = [5iV], 

[iV2] = [6iV], [NS] = [11VI [iV4] = [OiV], [iV5] = [liV], [iV6] = [2iV], 
[N7] = [SN]. 

Quant anx nombres 

[ßß], [RN], [NR], [NN], 
leurs valeurs seront 

[RR]=±^^ tiVAG = -?=^, [RN] = [NR]=^^. 

Cela ^tant aiusi, la consideration du nombre des solntions de la congruence 

l+a+iV+ß = (mod. ^) 
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nous donne la relation 

[0R][4N]+[lR][öN]+[2R][<6N]^[;iR][lN] 
+[4/?X0]V]+[5fi][lN]+[6/?][2A']+[7/?][3A'] 
= [A^ß]|[0ß]+[0iV]! = 8«*+8/i+2. 

De mSme on obtient, par la consid^ration da iiombre des Solutions de la 
congruence 

l+t+fi+fl' = (mod. qr): 
[0fi][Ufl]-f-[l/?][lfi]+[2/i][2fi]+[3fi][8fi] 
+[4Ä][4ß]+[5ß][5fi]+[öfi][6/?]+[7ß][7fi] 
= 6«+3+[fifi][4/i]+[iViV][4iV]. 

Enfin la congruence 

1+f + N+N' ^0 (yaoä.q) 

nous conduit ä Togal it^ 

[0i\'][ÜiV]+[lA'][lAr]+[2Ar][2iV]-|-[3A'][3iV] 
+ [4A'][4iV] + [ö A'] [öiV] + [6iV][6iV] + [7iV][7iV] 
= H«+4+[fi«][4A']4-[ArA'][4fi]. 

En ajoutant cette ^galite k la precedentc et au double de celle que nous 
avons obtenue auparavant, on obtient 

[Ü/l][Oß]+ [lß][lß]+ [2R][2R]+ [3/J][3fi] 
+ [4/f][4ß]-(- [5Ä][5ß]+ [6fl][6fl]+ [7fi][7fi] 
+ [ON][OA']+ [1N][1A]+ [2A][2iV]+ [3A'][3Ar] 
+ [4A][4A?]+ [bN][öN]+ [6A][6Ar]+ [7A][7iV] 
+ 2[0R] [4iV]+2[0A^] [4fi]+ 2[2ß] [6A']+2[2iV] [6ß] 
+ 2 [3ß] [7 A'] + 2 [3 A] [7 fi] -f 2 [ 1 R] [ÖN] + 2 [ 1 A^ [5 R] 
= 32«'+36«+ll. 
Or on a 

[0ß]4-[4A']+[0Ar|+[4ft] = 4«+l, 

[2ß]+[6iV]+[2A']+[6Ä] = 4«+ 2, 

[3ß]+[7Ar]+[3iV]+[7ß] = 4«+2, 

[lß]-l-[5Ar]+[l.iV]+[öfi] = 4»+2 

d'oü, en ^levant ces quatre relations au carr^, en les ajoutant et en retranchant 
le r^sultat ainsi obtenu du double de la relation pr^c^dente, on obtient 

28» 
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|[0ß]-|-[4iV]-[0iV]-[4ß]|* 
+ |[2fi]+[6]V]-[2iV]-[6ß]r 
+ l[3/?]+[7iV]-[3iV]-[7ß]P 

+ ![lfi]+[5iV]-[liV]-[5/t]r 

= 16«+ 9 = q, 

et en remarqnaut que le second carr4 est nal et qae le quatri^me est ^gal 

an troisi^me: 

q = ![0ß]+[4iV]-[0iV]-[4ß]P 

+2|[3ß]+[7iV]-[3iV]-[7Ä]|^ 

Or un nombre premier de la forme 16ii+9 n'est d^composable que d'une 

seule mani^re en nn carr^ angment^ du double d'un autre. 

En posant par cons^quent q = (?+2d\ on peut ^erire 

[0/i]+[4iV]-[0JV]-[4ß] = c, 

[3/i]+[7iV]-[3iV]-[7/?] = d, 

les signes de c et de r/ devant €tre choisis convenablement. On obtient 

d'aillenrs facilement 

c EiE^ 4ii+l ^ 1 (mod. q). 

En combinant les deux relations pr^c^dentes avec les suivantes 

[0/?]+[4iV]+[0^]+[4ß] = 4»+l, 
[3Ä]+[7iV]+[3iV]+[7ß] = 4fi+2 



on obtient 



[0fi]+[4iV] = 2«+^^ 
[0iY]+[4fi] = 2»- ""^ 



2 ' 

[3ß]+[7iV] = 2»+irf+l, 
[3iV]+[7ß] = 2n-ld+\. 
Cela ^taut ainsi, les halt relations 

[0fi]+[4ß] = 2«--?^, 

0+3 



[0iV]+[4iV] = 2«+ 



4 

c+1 



[0ß]+[4^] = 2»+ 2 ' 
[4ß]+[4JV] = 2», 
[3ß]+[7ß] = 2«+|6+l, 
[3iV]+[7iV] = 2«-|6+l, 
[3ß]+[3iV] = 2«+l, 
[3.V]+[7ß] = 2«-^d+l 
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nous donnent 

[Oß] = ii+K-a+2c+3), 
[ON] = n+i(a-2c+5), 
[4/?] = i,+i(-a-2c-l), 
[4iV] = ,i+i(a+2c+l), 
[SR] = [5iV] = ii+|(6+2rf+4), 
[7ß] = [IN] = «+i(6^2rf+4), 
[SN] = [oÄ] = ii+|(-6-2rf+4), 
[IN] = [Iß] = n+|(-6+2d+4). 

Enfin les quatre derni^res ind^termin^es sont donn^es par les ^quations 

[2ß] = [6ß] = ii+K a+3), 
[2N] = [QN] = n+i(i--a+b). 

£n proc^dant comme au § 9 on obtient, pour la d^termination du signe de 
d, la congruence 

c+d(ü)+cü^) == (mod. q). 

12. 
II est facile maintenant de d^terminer la valeur de l'expression 

(l+a>) ^ (mod. q)^ le module premier q ^tant de la forme 16ii+9. La 
congraence 

9-1 

X ** — (ü^iO (mod. q) 

admet pour racines tous les nombres ß, ß', ß", ... de la classe 93. Or 

-j 

le nombre de ces nombres ^tant —^-^ on aura identiquement 

{x-li)(x-ß'){x-ß'')- = a: « -ü) (mod. q), 
et en faisant a? = — 1 : 

(H-/?)(l+//)(l+/r)-..^H-a> (mod.qr) 

d'oü, en ^levant les deux membres ä la puissance ^-^ — 

(_l)[ii»^] = (l+a))^ (mod.g) 
et en remplaQant [liV] par sa valeur: 

(1+«>)'^z:ee(-1)'^^^''"''^'' (mod.^). 
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13. 

Reprenons maiiitenant la coiigruence du § 2 

(--iy(i+fy=(i+u,y (mod.q) 

ou, ce qui revient au m6me, 

Quand q=lßn+l^ cette congruence devieiit 

(-/)*" = 1 (mod. q) 
d'oü 

d ^ (mod. 8). 

Dans le cas oü q =^ lßn+9 oii obtient 

(-ry^' — 1 (mod. q) 
d'oü, comme dans le cas pr^c^dent 

d=0 (mod. 8). 

En combinant ce r^sultat avec celui que iious avons obtenu aux para- 
graphes 1 et 2, on parvient au th^orfeme suivant que nous nous dtious pro- 
pos^ de d^montrer dans le präsent travail: 
Pour que T^quation 

oh q designe un nombre premier de la forme 8w+l, soit possible, il taut 
que dans la d^compositiou q = c^+2d^ le nombre d soit divisible par 8. 
La condition est süffisante quand q est de la forme 16ii-f 9. J^lle ne Test 
pas quand q est de la forme 16w+l. La v6rit6 de cette dernifere assertion 
est prouv^e par un des exemples qui suivent. 

E X em p l es. 
Exemple I. Soit g = 137 = 16,8+9 = 3'+2.8^ L'^quation 

/^-2.137^w^ = -l 
est donc possible. En effet, on a 

1607 52r-2.137^8 297' = -1. 
Exemple IL Soit ^ = 353 = 16.22+1 = 15^2.8'. L'^quation 

f-^2.3b3'u' = -1 
est impossible. En effet, la p^riode de la forme principale r6duite se com- 
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pose dans ce cas des termes (1,499,-217), (-217,369,521), (521,152, 
-434), (-434,282,391), (391,109,-607), (-607,498,2), (2,498,-607), 
(-607, 109, 391), (391, 282, -434), (-434, 152, 521), (521, 369, -217), 
(-217,499,1). La forme (-1,499,217) u'y figure point. 

Exemple lll Soit ? = 593=16.37^-l = 9'+2.16^ L'^quation 

«'-2.593'm' = -1 

est possible. En effet, on a 

72 722 761 475 56^-2.593^86 716 286 317* = -1. 

Gra-Thumiac, le 15 mai 1885. 
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Untersuchungen über die Existenz eines 

Funetionaltheorems. 

(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 



JJie Identität der beiden Formen des Additionstheorems der ein- 
deutigen doppeltperiodischen Functionen, wonach die Function für die 
Summe zweier Argumente sich ebenso wie ihre Ableitung einerseits rational 
durch die Werthe der Function und deren Ableitung für die einzelnen 
Argumente ausdrücken lässt, andererseits sich nur durch die Functionen 
selbst der gesonderten Argumente algebraisch darstellt, rührt daher, dass 
diese Functionen Integrale algebraischer Differentialgleichungen erster Ord- 
nung sind, in denen die unabhängige Variable explicite nicht enthalten 
ist. In meiner Arbeit „Beweis von der Unmöglichkeit der Existenz eines 
anderen Funetionaltheorems als des ^6e/schen'' (in diesem Journal Bd. 100 
und 101) habe ich, da vermuthet worden, dass die Functionen mit nicht 
additiver Periode möglicherweise ein Functionaltheorem in dem Sinne be- 
sitzen, dass die Function einer algebraischen Verbindung zweier Argumente 
sich algebraisch durch die Functionen der einzelnen Argumente ausdrücken 
lasse*), nachgewiesen, dass es überhaupt keine Function einer oder mehrerer 
Variabein giebt, welche ein Functionaltheorem besitzt, das in dem ange- 
gebenen Sinne eine Verallgemeinerung des Abehchen Theorems für Inte- 
grale algebraischer Functionen oder des Additionstheorems der AbekcYien 
Functionen ist; damit ist aber die neuerdings wieder aufgeworfene Frage 
noch nicht erledigt, ob nicht Functionen mit algebraischer nicht additiver 
Periode oder nicht periodische Functionen existiren, welche ein Functional- 
theorem von der Form besitzen, dass, um bei Functionen einer Variabein 
zu bleiben, die Function einer algebraischen Verbindung zweier Argumente 



*) weil gefunden wurde, dass die Existenz eines solchen Funetionaltheorems noth- ^ 
wendig die Eigenschaft der Function nach sich zieht, eine algebraische Periode zu besitzen. - 



Königsberger, über die Existenz eines Funciionaliheorems. 225 

sich algebraisch durch die Function und deren Ableitungen bis zu einer 
endlichen Ordnung hin für die einzelnen Argumente ausdrücken lasse, und 
ich will nun in der vorliegenden Arbeit meine obengenannten Untersuchungen 
nach dieser Richtung hin vervollständigen. 

Besteht für eine transcendente Function f(u) die Beziehung 

(1.) f[<p(u, •)] --= Fl«, f(u), f'(u), . . . r->>(«), V, f(f>), r(*), . . . r-'>(«)i, 

in welcher ip und F algebraische Functionen bedeuten, so darf zunächst 
angenommen werden, dass nicht schon zwischen u, f(u)^ f'(^)i ••• /^"*~*^(w) 
eine algebraische Beziehung bestehe, d. h. dass f(u) nicht das Integral einer 
algebraischen Differentialgleichung (m— l)ter Ordnung sei, indem sonst mit 
Hülfe dieser Gleichung sowie der analogen für das Argument v die Gleichung 
(1.) in eine ebenso gestaltete algebraische Beziehung übergeführt werden 
k&nnte, welche nur niedrigere Ableitungen der Function f als die (m— l)te 
enthielte, und dann diese Gleichung der weiteren Untersuchung zu Grunde 
gelegt würde. 

Differentiirt man nun die Gleichung (1.) nach u und v, so dass man 

{ df[<f(u,v)] dcfOi,v) _ dF dF ,.. dF ^, . 

d(f(u,v) du ~ ~du'^ df(u) ' w+ Qff^^^ r w+- 

dfWithv)] dif{u,v) _ dF 6F ^. . dF „.. , 

■■■ + ~ö/-(m-i)(p) r' W 

erhält, so ergiebt sich durch Elimination von y^/*' ^ zwischen den beiden 
Gleichungen (2.) eine algebraische Beziehung 

(3.) n(u, f(u\ ^(«), . . . /^""(«), «, /'(t,), r(«), . . . r\f)) = 0, 

die, wenn wir v irgend einen bestimmten Werth beilegen, f(u) als Integral 
einer algebraischen Differentialgleichung mter Ordnung 

(4.) «>(«, /(«), r(«), . . . f""\«)) = 

definirt. Wir finden somit, 

dcMSy wenn f(n) ein Functionaltheorem von der Form (1.) besitzt, die- 
selbe dcks Integral einer algebraischen Differentialgleichung mter Ordnung sein 
mnsSy welches nicht schon einer gleichartigen Differentialgleichung niederer 
Ordnung Genüge leistet, 
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d(M8 somit die Gleichung (1.) oder (5.) bestehen bleibt, wenn man für 
f(u) oder für f(v) oder für beide beliebige andere particuläre Integrale der 
Differentialgleichung (4.) für die resp. Argumente u und v setzt, wenn man 
nur für f(W) ein passendes Integral der Differentialgleichung (7.) substituirt. 

Setzt man nun in (5.) statt /"(«?) das mit m willkürlichen Constanten 
behaftete allgemeine Integral der Differentialgleichung 

«>(«>. /^w, rct'), . . . f-'K^)) = 0, 

oder, was dasselbe ist, fixiren wir einen numerischen Werth von v, näm- 
lich f?o, und setzen als dazu gehörige Werthe von /*(«), f(v)^ ... /^"""^^f?) 
die willkürlichen Constanten c,,, c^, ... c„,_i fest, so erhält man 

(13.) y = F\u, f(u), f'(u), ... f'-'Ku), c,, c„ ... c_,!, 

worin y, wie oben gezeigt worden, ein Integral der Differentialgleichung 
(7.) und zwar wegen der m willkürlichen Constanten das allgemeine Integral 
dieser Differentialgleichung ist, und substituirt man endlich W^=y(M, «?u) = ar, 
so ergiebt sich, wenn u als algebraische Function von x in (13.) einge- 
setzt wird, 

(14.) y = /(a:, f(u), f\u), ... f^'"''\u), c,,, c„ . . . c,_0 

als allgemeines Integral der Differentialgleichung 
(15.) tü(ar, y, y\ ... y^->) = oder y^^^ = i2(a^, y, y', ... yC-^)). 

Giebt man nun den m willkürlichen Constanten einen bestimmten Werthe- 
complex, dem ein particuläres Integral 

(16.) yi = x(^. f(u), fXu), ... f^-'\u), ci, cl, ... cL^O 

entspricht, differentiirt diese Gleichung (w— l)-mal nach einander nach x, worin 
u durch (p(u, «?»,) = ^ als algebraische Function von x definirt ist, und drückt 
die höheren Ableitungen von f(u) als die (w— l)te vermöge der Gleichung 
(4.) algebraisch durch die niederen aus, so erhält man m Gleichungen von 
der Form 

in welchen Xn • • • Xm algebraische Functionen bedeuten, und die Elimination 
von /"(«), /^(tt), ... ^'""*\tt) zwischen den m+1 Gleichungen (14.), (16.), 
(17.) liefert 

(18.) y = F(x, yi, y[, ... yi'"-^ Co, c^, ... c„,_,) 
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als algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen Integrale, einem parti- 
culären Integrale und dessen Ableitungen. 

Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Jede Function einer Yariabeln^ die ein Functionaltheorem von der Form 
(1.) besitzt y in welche die Ableitungen bis zur (m—l)ten Ordnung eintreten , 
ist das Integral einer algebraischen irreductibeln Differentialgleichung mter 
Ordnung y deren allgemeines Integral eine algebraische Function eines particu- 
lären Integrales, dessen Ableitungen, der unabhängigen Variabein und m will- 
kürlicher Constanten ist, 

und es bleibt uns somit die Natur aller derjenigen Differentialglei- 
chungen (15.) zu untersuchen übrig, welche die eben ausgesprochene, durch 
die Gleichung (18.) dargestellte Eigenschaft besitzen. 

Setzt man zunächst den Werth von y aus (18.) in die Differential- 
gleichung (15.) ein, indem man die Ordnung der Differentialquotienten von 
jfi vermöge (15.) selbst auf die (m— l)te und niedrigere reducirt, so erhält 
man eine algebraische Differentialgleichung in y^ von der (iw— l)ten Ord- 
nung, und da (15.) eine irreductible Differentialgleichung sein sollte, so muss 
diese so erhaltene Gleichung (»»— l)ter Ordnung eine identische sein; ist dies 
aber der Fall, so wird sie auch erfüllt, wenn man für y^ irgend ein anderes 
particuläres Integral ^2 der Differentialgleichung (15.) setzt, oder was das- 
selbe ist, es wird der Ausdruck 

(19.) y == F(x, y,, y;, ... y^'"-^^, c„ Ci, ... c„,_0 

ebenfalls das allgemeine Integral der Differentialgleichung (15.) darstellen. 
Wir erhalten somit den folgenden Satz: 

Wenn in einer algebraischen Differentialgleichung mter Ordnung das 
allgemeine Integral eine algebraische Function eines der particulären Integrale 
und dessen Ableitungen, der unabhängigen Variabein und m willkürlicher Con- 
stauten ist, so stellt dieser Ausdruck auch noch das allgemeine Integral dar, 
wenn das particuläre Integral durch ein beliebiges anderes ersetzt wird. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar, dass 

xQß N ( ^(^^ tfi^ ^2? ••• ^2^* 5 ^()1 ^il ••• ^m-l) 

[ = ^{p^y yii y\i • • • yr* 1 A)7 Cj, . . • c,„_i), 

worin ;fo, ^i? ... y-m-x bestimmte Functionen von c^,, c,, ... c„^i sind, oder, 
weil nach (18.) 
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(21.) y, = F(x, y,, y[, ... y[^'\ c[„ c',, ... c^,) 

ist, worin C(',, ci, ... cj„_i particuläre Werthe der Constanten bedeuten, ver- 
möge der Differentialgleichung (15.) 



(22.) 



F\x, F(x, yi, ... y<r-'\ cf,, . . . (^^_,), 



dx ^ öy, 



öy(m 



gm-lj» 



^ da^ 



^F \ 



welche Gleichung aus den oben angegebenen Gründen wiederum eine in 
allen in ihr vorkommenden Grössen (die x von c und c' abhängig be- 
trachtet) identische sein muss, wobei zu beachten, dass auch das particu- 
läre System der c' völlig willkürlich ist 

Zum Zwecke der Untersuchung eines Functionaltheorems der ange- 
gebenen Form wollen wir dem für eindeutige doppeltperiodische Functionen 
geltenden entsprechend annehmen, dass die unabhängige Variable x aus 
der Gleichung (18.) herausfällt, und dieselbe somit das allgemeine Inte- 
gral der Differentialgleichung (15.) nur als algebraische Function eines 
particulären Integrales und dessen Ableitungen liefert, in welcher die un- 
abhängige Variable der Differentialgleichung nicht explicite vorkommt*). 

Wenn aber (18.) die Form annimmt 



(23.) y = F(yi, y[, ... yl'""'\ Cb, c,, ... c^^O? 



also (22.) in 



(24) 



^j/^Ctfn ... y["'''\ 4 ... c:,_o, 



dF , 



dF 



dF 



3»! 



yi+"-+ gy[m~2) yi" '^+3-pi7i2(a?,yi,y;,...y{--^>),...x^^^ 



übergeht, welche Gleichung, wie oben hervorgehoben, eine identische sein 
muss, so wird, weil die rechte Seite von x unabhängig ist, es auch die 



*) Man sieht übrigens auch leicht ein, wie ich es in meiner oben angeführten Arbeit 
gezeigt habe, dass man die etwa existirenden Fälle, in denen die in (18.) gegebene Form 
der Function die unabhängige Variable explicite enthält, durch Substitutionen, welche 
in der abhängigen und unabhängigen Variablen algebraisch zusanmiengesetzt sind, aus 
dem oben behandelten Falle ableiten kann. 
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linke Bein rnttssen, oder es wird diese für ein bestimmtes Werthesystem von 
Hu Vu • • • tfi^^^i ci,, . . . c^_i einen bestimmten von x unabhängigen Werth 
annehmen müssen; daraus folgt aber, wie durch eine leichte Ueberlegung 
zu schliessen *) , dass im Allgemeinen der Ausdruck ü(xy yi^ y[j ... yi"'"^^) 



*) Igt m = 1, 80 geht die Gleichung (18.) in y = F(y,, c^) über, während (22.) die 
Form annimmt 

F\F(y,, <), xj = F(y,, cj, 

so dass hieraus noch nichts über das Vorkommen von x in der Differentialgleichung 
erster Ordnung y' = Si(x, y) geschlossen werden kann. 

Ist m = 2, so wird (18.) in y = l^(y,, yi, c^, c,) und (22.) in 

übergehen, und hieraas folgt sofort, dass, weil sich der Ausdruck 

als algebraische Function von y,, y\ ergeben würde, Si(x^ y„ y'J die Variable x nicht 

dF 
explicite enthalten darf, da die Gleichung eine identische sein soll und ^ , nicht 

identisch verschwinden soll, indem, wenn das Letztere der Fall wäre, das allgemeine 
Integral nur eine algebraische Function eines particulären Integrales und zweier will- 
kürlicher Constanten wäre. 

Ist m = 3, so wird nach Gleichung (18.) y = F(y^, y\^y^[^ c^, c„ c,) sein, während 
die Gleichung (22.) die Form annimmt: 

If ''■ +2^9|^J''.J''.'+2-öp^y;^(-. y. y\, y'D 

f^F f)*F 

+ -gj-ß(a:, y„ y;, y;') + ^i2(.:, y„ y\, y^T 

= F(y,» y'i» y',', ^o, c,, c,), 

und diese Gleichung muss eine in x, y,, y',, y", cj,, c^, c'„ x^, x,, x, identische sein, 

wenn man c^, c,, c, als Functionen von c'^, c',, c',, x^, x,, x, auffasst. unterwirft man 

dF 
nun die willkürlichen sechs Grössen c'^, r',, c^, x^, x,, x^ der Bedingung, dass ^ ,, =0 

c'y j 

wird, oder bestimmt man diese sechs Grössen so als Functionen von y^, y,, y'', dass 

dieser Bedingung Genüge geschieht, so werden die drei Argumente der Function P{\ der 
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ebenfalls das x nicht explicite enthalten darf, und die Differentialgleichung 
(15.) somit die Form annehmen wird 

(25.) yC") = S2(y, y', y", . . . yCm-O), 

wenn nicht die Relation (18.) von den Ableitungen des particulären Inte- 
grales ^x frei ist und also die Form hat 

y = '^(»n Ci„ Ci, ... c^,,)- 
Nun ist aber unmittelbar zu sehen, dass, wenn yi = /*i(a?) irgend ein 
particuläres Integral der Differentialgleichung (25.) ist, nothwendig auch 
y = f^Qc+c)^ worin c eine willkürliche Constante bedeutet, ein solches 

sein wird, da -r^ = ff^{x-\-c) und -^ = f\^{^) ist, und es wird somit nach 
Gleichung (23.) 

(26.) n(x+c) = F\r,{x). f[(x), ... /J--^^(a:), «o, «i, .•• «.-i! 

sein, worin «o? ^ii ••• «m-i ein specielles Werthesystem der Integrationscon- 
stanten bedeuten, von denen eine dem c der linken Seite entsprechend willkür- 
lich bleiben muss; die Möglichkeit dieser Beziehung wäre nun zu untersuchen, 



linken Seite der letzten Gleichung lauten: 

dF dF 

^(j/n y\. yl. <, <, <), j^y'^+d^y'^^ 

d'F ,, ^ d'F , n.dF_ ,, , ö^ ,,, 
dy] ^^ ^^ dyfiy\ ^'^^ ^ dy, *^ "*" dy\' ^' 

+ (^+2^||^y;+2^||^y0 y^^ y\^ y'D+^^(^^ y. y\. y;o^ 

und da wieder nur das dritte Argument von der expliciten Variabein x abhängen würde, 
so folgt, da die rechte Seite der betrachteten Gleichung von x unabhängig ist, dass auch 
X in a(x, y y'j, y[') nicht vorkommt. Der Schluss würde dann nicht statthaft sein, 

dF 

wenn ^ ,, identisch Null wäre; dann sieht man aber sogleich, dass wieder das erste 

und zweite Argument von x unabhängig sind, während das dritte vermöge des Posteas 
-^-j-Si(x, yj, i/'j, y'/) verlangt, dass S2 wieder x nicht explicite enthält; ist aber end- 

y^ ^ -, 

f) IT 

lieh auch -tt-t- identisch Null, so lässt sich wieder über die Form von £i nichts aus- 

sagen, und dieser Fall tritt also ein, wenn die Beziehung zwischen dem allgemeinen und 
particulären Integrale die Ableitungen des letzteren gar nicht enthält, also die Gestalt 
hat y =■ F(y^^ c^, c,, cj. Und genau so schliesst man weiter für algebraische irreductible 
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. Was die Natur der algebraischen Differential- 
gleichungen betrifft, deren allgemeines Integral algebraisch von nur einem particulären 
Integrale abhängt, so verweise ich auf eine demnächst in den Mathematischen Annalen 
erscheinende Arbeit. 
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die dann zu gleicher Zeit für das partieuläre Integral fi(x) ein Functional- 
theorem in dem durch die Gleichung (1.) angegebenen Sinne darstellen 
würde. Da aber nur eine der Grössen «o, «n ••• «m-i eine willkürliche 
Constante ist, während alle die anderen von dieser abhängen, so wird man 
(26.) auch so schreiben können: 

(27.) f,(x+c) = F|A(x), n(x), ... n-'-'K^)^ C|, 

und setzt man o; = 0, so dass sich 

A(e) = F{A(0), /:(0), .../J--^XO), C\ 

ergiebt, so folgt, dass C eine algebraische Function von /i(c) ist; ebenso 
würde, wenn (27.) nach x differentiirt wird, vermöge der Differential- 
gleichung (25.) 

(28.) fiix+c) = F,\n(x), r.(p), ... n-'-'K^)^ ci, 

also auch für o; = 

r^ic) = F,iA(0), A'(0), .../r'(0), c\ 

folgen, und somit C auch als algebraische Function von f[(c) dargestellt 
werden können; schliesst man so weiter, so kann man also (27.) oder (26.) 
in die Form: 

(29.) A(a.+c) = FUx\ n(x), . . . n"'-'\x), f,(e), /I(c), . . . A'"-'>(c)| 

setzen, worin F wiederum eine algebraische Function und c eine willkür- 
liche Constante bedeutet, für die y gesetzt (29.) in 

(30.) f,(x+y) = F|A(x), /;(x), ... n-'-'K'^), r^(jy), /?(y), ••• n"'-'Ky)\ 

übergeführt wird, und eine solche Functionalgleichung müsste für jedes par- 
tieuläre Integral mit Beibehaltung derselben algebraischen Function F be- 
stehen; wir erhalten somit den Satz: 

Wenn eine Function überhaupt ein Functionaltheorem von der Form 
(1.) besitzen soll, so muss die algebraische Function (p(Uff)) der beiden unab^ 
hängigen Variabein u und v die Summe der beiden Argumente sein, 
oder auch mit Benutzung der früheren Sätze: 

Wenn eine Function ein Functionaltheorem von der Form (1.) besitzen 
solly so muss dieselbe das Integral einer irreductibeln algebraischen Differential- 
gleichung mter Ordnung sein, deren allgemeines Integral eine algebraische 
Function eines der particulären Integrale und dessen Ableitungen ist, und um- 
gekehrt, ist das allgemeine Integral einer irreductibeln algebraischen Diffe- 
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rentialgleichung eine algebraische Function eines particulären Integrales und 
dessen Ableitungen, so besitzt jedes der Integrale ein Functionaltheorem f>on 
der Form (1.) und zwar in der durch die Gleichung (30.) gegebenen Gestalt. 
Man könnte nun zur Feststellung dieser algebraischen Functionen 
die Möglichkeit der Existenz der Gleichung (23.) zu ermitteln suchen und 
würde so auf die Untersuchung der Möglichkeit algebraischer Beziehungen 
zwischen particulären Integralen und deren Ableitungen geführt werden, 
worauf ich bei anderer Gelegenheit nächstens zurückzukommen hoffe; es 
wird sich jedoch, um möglichst schnell zu dem negativen Resultate zu ge- 
langen, das ich herleiten will, empfehlen, diese Frage auf die von mir in 
der oben bezeichneten Arbeit behandelte zurückzuführen. Setzt man näm- 
lich in (18.) m Werthesysteme für die Constanten c,,, Ci, ... c,,._i, denen die 
tn particulären Integrale y«,, y«,, ... y^^^ entsprechen mögen, so wird die 

Elimination von y^, yl, ... y\""^^^ aus der Gleichung (18.) und den Glei- 
chungen 

' y.,^^= F(x, y„ yl, ... y[--'\ C'S c^^ . . . c^:!,) 

eine algebraische Beziehung zwischen dem allgemeinen Integrale y, den m 
particulären Integralen y«,, y«,, ... y«^^, der unabhängigen Variabein und 

m willkürlichen Oonstanten liefern; treten nur die ersten k Ableitungen von 
yi in (18.) ein, so wird das allgemeine Integral offenbar nur von k+1 par- 
ticulären Integralen algebraisch abhängen. Wir erhalten somit den folgen- 
den Satz: 

Jede Function einer Variabein, die ein Functionaltheorem von der 
Form (1.) besitzt, in welches die Ableitungen bis zur (m—l)ten Ordnung ein- 
treten, ist das Integral einer algebraischen irreductibeln Differentialgleichun 
mter Ordnung, deren allgemeines Integral eine algebraische Function von 
particulären Integralen, atr unabhängigen Variabein und m willkürlichen Coi 
stanten ist, oder unter deren unendlich vielen Integralen höchstens m selbi 
ständige Transcendenten enthalten sind. 

Nun wurde aber in meiner oben erwähnten Arbeit über das Fr 
tionaltheorem nachgewiesen, 

dass sich alle algebraischen irreductibeln Differentialgleichungen 
Ordnung, für welche das allgemeine Integral eine algebraische Functiot 
m particulären Integralen derselben ist, durch eine in der abhängiget 
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unabhängigen Variabein algebraische Substitution aus linearen homogenen 
Differentialgleichungen ableiten lassen, 

und es ist somit die in der vorliegenden Arbeit aufgeworfene Frage darauf 
zurückgeführt, zu untersuchen, welche homogenen linearen irreductibeln 
Differentialgleichungen die Eigenschaft haben, dass eines ihrer particulären 
Integrale ein in der Form (1.) ausgedrücktes Functionaltheorem besitzt*). 
Sei die lineare homogene irreductible **) Differentialgleichung mter 

Ordnung 

(32.) j,0")+p,yC-04....+p^^y = 

und y^ = f^(x) ein particuläres Integral derselben, welche ein Functional- 
theorem von der Form 

\= F\x,, r,(x,\ f,(x,), ... /J--^>(a:0, x,, f,(x,\ [[(x,), ... n^^'^Kx,)] 

besitzt, so darf man nach den oben bewiesenen Sätzen das Integral /l(a?,) 
auf der rechten Seite von (33.) durch ein beliebiges particuläres Integral 
der Gleichung (32.) ersetzen, wenn man nur für die ^-Function der linken 
Seite der Gleichung (33.) ein passendes particuläres Integral desselben 
Argumentes substituirt. Setzt man nun in (33.) /^(iCi), f^i^O^ . . . fmi^i) statt 
/i(a?,), so erhält man 

C2iA[y(iri, Xi)]+C22f2[(p(ix,^ a?2)]H hC2,„/;,,[y(a?i, X2)] 

= F\x,, f,(xO, ... ft-'KxO, X2, f,(x,\ ... /?"-^>(ar,)|, 
C3ifi[(p(x^, X2)]+c,2f2[(p(x,, a:2)]+-+C3„/„,[<jp(a?i, X2)] 

(34.) i= p^^^^ ^^(^^)^ ... n"'''\x,\ X2, n(x2\ ... n'''-'Kx2)u 

Cmlfl[(p(x,, X2)] + C^2f2[(p(x,, X2)] + '- + C„^f„,[(p(x,, X2)] 

1= F\xr, Ux,\ ... nr'Kxd, X2, A(xO, ... n'''''Kx2)\, 

und wenn man ebenso in (33.) statt A(a;,) auf der rechten Seite die par- 

*) Eine andere Ilerleitung des gleich zu beweisenden Satzes wird man in einer 
demnächst erscheinenden Arbeit über die algebraischen Beziehungen zwischen den parti- 
culären Integralen einer homogenen linearen irreductibeln Differentialgleichung und deren 
Ableitungen finden. 

*•) Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass früher ebenso wie hier nicht 
die Irreductibilität der Differentialgleichung vorausgesetzt zu werden braucht, sondern dass 
die Annahme genügt, dass die algebraische Differentialgleichung in Bezug auf den höchsten 
DifFerentialquotienten algebraisch irreductibel sei, und dass das betrachtete particuläre 
Integral nicht schon einer algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung Ge- 
nüge leistet. 
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ticulären Integrale 

/i(a;,)+«nA («0, A(«,)-fJ««A(a;,), • • • /m(a;,)+«miA(a;,), 

/i(a;,)+«,X(aJi), f2(Xi)+Xi„,f„,(Xi), . . . /'„(ar,)+x„,„_,/'„_i(x,) 

substitüirt, so wird man m(»»— 1) Gleichungen erhalten, deren linke Seiten 
sämmtlich die Form haben 

Oifi[(p(Xi, x^yi+CifilvCxi, Xi)]-\ \-CJ^[<p(xi, a;«)]; 

eliminirt man zwischen diesen ffl(m— 1) Gleichungen und den m Gleichungen 
(33.) und (34) die (m'-l) Grössen 

so ergiebt sich, wenn man zugleich (p(xi, Xi) = X setzt, eine Beziehung 
der Form 

f^ux), r,(X), :.. ux), X,, f,(x,), r,(xo, ... 

worin ^ eine algebraische Function bedeutet. Diese Gleichung würde aber 
ein Functionaltheorem für die particulären Integrale einer homogenen linearen 
Differentialgleichung in der Form ausdrücken, wie es von mir in meiner 
oben erwähnten Arbeit behandelt worden, und flir welche die Unmöglich- 
keit der Existenz nachgewiesen worden; es wird somit auch für lineare 
homogene Differentialgleichungen kein Functionaltheorem der Form (33.) 
existiren können, und wir erhalten daher mit Rücksicht auf die oben be- 
wiesene Reduction der allgemeinen Frage auf die für lineare homogene 
Differentialgleichungen den folgenden Satz: 

Es giebt überhaupt keine Function ^ für welche der Werth für eine 
algebraische Verbindung zweier von einander unabhängiger Argumente sich 
algebraisch durch die Werthe der Function für die einzelnen Argumente, deren 
Ableitungen und die Argumente selbst ausdrücken lässt, wenn nicht die erste 
Ableitung der Function algebraisch von eben dieser abhängt. 

Heidelberg, im April 1887. 



(35.) 
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Ueber Gammafiinctionen mit beliebigem Parameter. 

Hierzu Fi^rentafel II. 

(Von Herrn Bigler in Bern.) 



JUas Integral f a:""^(l— a:)^""^rfa;, welches gewöhnlich Euler^che^ 







Integral erster Art genannt wird, hat nur so lange eine Bedeutung, als die 
reellen Oomponenten von a und ß positiv sind, weil im andern Falle die 
beiden Pole und 1 nicht mehr zugänglich sind. Ebenso muss in dem 

x'^'^e^'dxy durch welches gewöhnlich die Gammafunction definirt 

wird, a als positiv vorausgesetzt werden. Beide Integrale legen also den Argu- 
menten der Gammafunction lästige Beschränkungen auf. Die gewonnenen 
Resultate sind in Folge dessen zunächst nur unter Bedingungen gültig, und 
aus dem Begriffe der Continuität schliesst man auf ihre allgemeine Gültig- 
keit Allerdings giebt es auch Abhandlungen, wo das Product 

]!S a(a+lXa+2)...(a+JV) 

als Definition der Gammafunction aufgestellt wird und wo von hier aus die 
allgemein gültigen Relationen abgeleitet werden. Herr Weierstriiss hat be- 
merkt*), dass l:r(u) in eine für alle Werthe von u convergirende Reihe 
nach aufsteigenden Potenzen von u entwickelt werden kann. An diese 
Bemerkung anknüpfend, hat Hermann Hankel eine Integralformel für l:r(u) 
aufgestellt**), die für jeden endlichen Werth des Argumentes gilt. Meines 
Wissens wurde dieselbe seither viel zu wenig angewendet Ich stelle sie nun 
als Definition der Gammafunction auf und will von hier aus einige bekannte 
Relationen ableiten. Wenn eine Variable x durch a+ib = me'^ dargestellt ist, 
wo Oy b, reell und m positiv sind, so schreibe ich a = recp. x, b = imcp. x, 
m = mod. X und nenne m den absoluten Betrag, die Phase der Variabein. 

*) „üeber die Theorie der analytischen Facultäten". Dieses Journal, Bd. 51, 
S.7 (1854). 

**) „Die Eulerschen Integrale bei unbeschränkter Variabilität des Argumentes." 
SMömUch» Zeitechrift, Bd. 9, S. 7 (1864). 
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Die Ebene, in der a und b die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
sind, der den augenblicklichen Werth der Variabein x versinnlicht, nenne 
ich a;-Feld, die Abscissenaxe Realitätslinie, die Ordinatenaxe laterale Axe 
und sage, oo sei durch den Horizont dargestellt. Einen grossen positiven 
Werth, der bestimmt ist, unendlich zu werden, nenne ich Ostpunkt und 
unterscheide so die Weltgegenden des Horizontes. Wenn die Phase 
wächst, so nenne ich in Bezug auf den Ursprung die Bewegung des Punktes 
X positiv oder rechtläufig, wenn sie abnimmt, negativ oder rückläufig. Pole 
eines Integrals nenne ich diejenigen Punkte, in denen die zu integrirende 
Function den Charakter einer ganzen Function verliert. Ein Integrations- 
weg, dessen Anfang und Ende zusammenfallen, ohne dass der Werth des 
Integrands wiederkehrt, heisst Schlinge, geworfen aus dem vereinigten An- 
fangs- und Endpunkte um die betreffenden Pole. Wenn dagegen der Inte- 
grand auf denselben Werth zurückkommt, so heisst der Weg eine ge- 
schlossene Curve. 

§ 1. 

Das -&M/«r8che Integral zweiter Art. 

Die Gammafunction definire ich durch folgendes Integral: 



CI-) iw " i/^"'"'''"'- 



Der Weg dieses Integrals ist eine aus dem Westpunkte um den Pol Null 
geworfene, rechtläufige Schlinge. (Fig. 1.) Im Punkte t werde loga? reell 
verstanden. 

Ist a gleich einer positiven, ganzen Zahl n, so schliesst sich der 
Weg im Westen und verwandelt sich in eine geschlossene Curve um den 
Pol Null. Man hat also 

T^ = iy^^"*''^- (^^S ^^^ *^ ^^S- 2.) 

Ist I» = 0, so hört Null auf, ein Pol des Integrals zu sein , und der 
Werth desselben ist also 0, somit 1\Q) = oo. Ich bringe nun die geschlossene 
Curve in die Nähe von Null, so dass auf dem ganzen Wege e* nach 
steigenden Potenzen von x entwickelt werden kann. Es ist also 

-W) ^ w/S"4r''-^- (w^s ^»« »° ^'s- 2.) 

Von dieser Summe werden aber alle Terme zerstört, und nur A = i»— 1 
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liefert y~\v'' Folglich ist 

-i^ = '(i^ ^^^' r(«) = („-!)!. 

Ist a eine negative ganze Zahl, z. B. a = — i», so folgt aus Formel (L) 

und weil in dieser Summe der Term — nicht vorkommt, so ist der Werth 
dieses Integrals Null, somit 

Ich kann nun der Formel (I.) auch folgende Gestalt geben: 



X 



Setzt man hier -iy- = '^ so folgt aus dieser Formel: 

r(a) ^=^ 2m ^^ ^ 

Der Weg ist eine rechtläufige Schlinge aus dem Punkte —1 um den Pol 
Null. (Fig. 3.) 

Wegen der sehr hohen positiven Potenz von (1+0 liegt der grösste 
Werth des Integrals in der Nähe von Null, wo aber (1+0^ i^ach steigen- 
den Potenzen von / entwickelt werden kann. Man hat also 

Nun ist aber 

(„.) i=.&fpL =/.-.«^, 

wenn der Integrationsweg eine aus dem Punkte —1 um den Pol Null ge- 
worfene, rechtläufige Schlinge ist. (Fig. 3.) Um diese Formel zu prüfen, 
nehme ich an, die reelle Componente von l—a+1 sei positiv. In diesem 
Falle ist der Pol Null zugänglich, und man hat 

= (-l)^(e'^«-e-''")/'V-''rf< 

*u 
_ (— iy.2isi no;i 
~" l-a+1 ' 
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also gleich dem Ausdrucke auf der linken Seite. Durch Anwendung 
Formel (11.) findet man nun 



•limiV **+*.^ 



.=« (-i)'(f ) 



und weil 



.=. (-«-(n 



JV! 



S, ~a+A+l "" (-a+lX-a+2)...(-a+l+iV)' 
80 ist auch: 

(III.) -jy-x = lini 



r(o) n ^^,(-a+l)(-a+2)...(-a+-l+iV) 



Nun ist aber 



somit 



oder 



sinaTi = an n (1— -jt)? 

1 _ .. a(a+lXa+2)...(a+iV) 
JXa) -;™ NIN- 

(IV.) -r(o) = lim , , .,., ' t>. — , , ... • 
Aus Fonnel (IV.) folgt, dass 

iXl-a) = ]i^ (_^^i)^_^^2)...(-a+l+iV) ' 

und setzt man diesen Werth in Formel (III.) ein, so erhält man 
Relation: 

1 sina^i ^y,^ V 

TW = -IT— ^<^1-»)' 
oder 



(V.) lXa)r(l-a) = -^ 

^ ^ \ / V / sina;i 

Vermöge dieser Gleichung kann man nun der Formel (I.) folg 
Gestalt geben: 

(VI.) na) = -^^^fe-x^-^dx. (Weg wie in Fig. 1.) 
Wird diese Formel mit a multiplicirt und partiell integrirt, so hat mai 



-1 Endwertb •« ,, 

^ ^ 2ismo« '"ABfcBww.rtb 2i8m((a+l)n) ./ ' 



Bigler, über Gammafunctionen mit beliebigem Parameter. 241 

oder 

(VII.) ar{a) = IXl+a). 

Ist nun die recp. a positiv, so ist in Formel (VI.) der Pol Null zugänglich 
und der Integrationsweg lässt sich auf die Realitätslinie von — iV bis ü zu- 
sammenziehen. Man erhält 

—N 

2tsma^ ^ V ' 



(VIII.) r(a) --= f\''x^-'dx. 



(I 



Ans Formel (I.) folgt für a = |: 

Tri) " 2i^y *'^~*''*' ^^'®» ^^® *° ^^^- ■'■^ 

und weil Nnll zngänglich ist, so kann man den Weg auf die Realitätslinie 
von — N bis zusammenziehen nnd hat 



1_ _ 1 /-* _, _j . 



(I 



rci) 

also nach Formel (VIII.) 

r(i) n ^^-i^' 
oder 

/•(i) = »'^. 
Ich setze 

also 

/'(a+,«-l)-^(a+.«) = (a+/.-i)log^^|±^-l, 
folglich 

/•(o)-/'(a+l) = («+|)log^-l, 

somit 

/■(«)-/'(«+«) = -«- 2 log(o+i)+(a+«-i)log(a+«)-(o-^)logo, 

oder 

Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 3. 31 
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f(a)-f(a+n)-a = -(o+»)-*T'log(a+^)+(a+«— ^)log(a+») 

-(o-^)logo, 
= -(a+»)-log[a(a+l)(a+2)...(a+«-l)] 
4-(o+»-^)log(a+n)-(o-^)loga, 

= _(a+„)_log^?^?}-+(o+«_^)log(a+«) 

-(o-|)logo, 
somit 

log r(o)+o = /(a)-/'(a+B)+(o+«)+logr(a+«)-(o+«-i)log(a+«) 

+(a-^)logo. 

« 

Nun ist aber für ein sehr grosses n 

logr(a+n) = logr(fi)+alogi», f(a+n) = 0, 

(a+n-^)log(a+n) = («+«- i)logii, 
also 

logr(a)+a = /(a)+i»+logr(ii)+alogi»— (a+i»— |)logii+(a— |)loga 

= /(a)+i»+logr(i»)+(a-|)loga-(i»~i)log«. 

Hier setze ich nun a = ^ and finde 

ilog^+i = Ai)+«+log/X»)-(»-i)logiJ. 
Aus der Formel 



r(a)= i((«+A-i)log^^-l) 



oo ao 1 



folgt für a = ^: 



Femer ist 



;^i ;iti (2« + l)(2o + 21- 17" 



^/ 1 \ CO 00 1 

'^tJ = JiJi(2n+lX2A)^- 
sinaTi = a7iÄ(l— -Tr)i 



also 



28in-;^- 



log 



nx 



00 ao Qß^ 
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somit 



/ logl =— Idx = - S Z — 7„- 



+l)(2i) 



,2« ? 



X 00/ 



2n+l 



1-Y_JL_ 

n / f2A^»" ' 



= '^if, J (2n+lX2A)" ~f -? n(2Ä)»« ' 



folglich 



Ai) = ilog ■ - 







Wenn 



A = I log(28in^)rfj:. 



80 ist auch 



I) 



Ä = I log (2 cos ^^) • rfa;. 







also durch Addition 

2^=y log(28in7ia?).rfa: = ^/ log (2 sin -^) • rfa: 



= / log(28in-^).rfaT = ^ 



somit -4 = 0. 

Femer ist 



folglich 
also 

und demnach 



-hf log(7iar).rf.T = i~ilog7i, 




oder 



m = i(i-iog2), 

^log27i = »+log/'(«)-(»-^)log«, 
logr(a)+o = (o-i)logo+|log2;i+/'(a), 



und 



(IX.) rw = „.-...-.K2^.Äl(_±M^)"'-' 



(IX'.) lim ^ 



r(a) 



a=» |'2«.e-''a«-i 



= 1. 
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§ 2. 

üebcr das EuUrsche Integral erster Art. 

Es sei 

Der Weg dieses Integrales sei eine ans dem Punkte / um den Pol Null 
geworfene, techtläufige Schlinge. (Fig. 4.) Im Punkte A seien \ogx und 
log(I— x) reell verstanden. Ebenso sei 

w = /x^-'(i-xy-'dx, 

und der Weg dieses Integrals sei eine aus dem Punkte t um den Pol 1 
geworfene, rechtläufige Schlinge. (Fig. 5.) 

Erkennungsort sei der Punkt B, wo loga: und log(l--a?) reell ver- 
standen werden. Aus diesen zwei Integralen bilde ich nun folgenden 

Ausdruck : 

y = aV+bW, 

wo die Factoren a und 6 so bestimmt werden sollen, dass der Werth des- 
selben vom Anfangspunkte der Schiingenwege unabhängig ist. 

Ich verlege den Ausgangspunkt der Schiingenwege von t nach f 
und bilde die neuen Wege so, wie sie in Fig. 6 gezeichnet sind. Von r 
bis / sollen alle vier Wege zusammenfallen. Man findet 

Y = a(f'x^-'(l-xy-'dx+V+e''''^'f'x''-'(l-xy-'dx) 

V t 

r t 

oder 

Y = ar+6Fr+(a(e'^'^«-l)+6(e'*^^~l))/V-^(l~xy-^rfaT, 

wo V und W die Schiingenintegrale vom Punkte / aus um die Pole und 
1 bezeichnen. Soll nun dieser Ausdruck vom Ausgangspunkte unabhängi 
sein, so muss 

sein; man setze also 

und demnach 

y =, (^^.•-^_i)K-(e"^-«-l)H^ 
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oder 

(I.) Y = 2f(ß*''^8in7f/yF~e'''«sin7iaFF)- 
Dieser Ausdruck soll nun noch so umgeformt werden, dass er für 
recp. a = positiv und recp. ß = positiv in das Eulerüche Integral erster 
Art übergeht. In diesem Falle sind die beiden Pole Null und 1 zugäng- 
lich. Man verlege nun den Ausgangspunkt der Schiingenwege in einen 
Punkt der Realitätslinie zwischen und 1 und dränge beide Wege auf die 
Realitätslinie zusammen. Es ist 







oder 



Y = {e'^^^-l) f'x^-\\-xy-'dx 



I) 



= 2 • sin 71 a . e'"' " /"' X"-' ( 1 - a?/"* dx. 



(I 



Ebenso findet man, dass 

W = rx''-\l-xy-'dx+e''^^ Tx'^-'il-xy^'dx 
/ 1 

= -2i9,mnft.^''^ P x"-\\-xy-'' dx. 

t 

Man findet also für den Fall recp. a = positiv, recp. ft =^ positiv, 

Y = -4sin7ia.sin7i^:?.e'''(«+^>yV-^(l-aj/-*rfj:. 







Der Factor, mit dem in Formel (I.) Y noch multiplicirt werden muss, um 
das Efifersche Integral erster Art darzustellen, ist somit 



— 4sin 7ta . sin nß, e«'^(a+i*) 

Wird diese Multiplication ausgeführt und die neue Function mit U bezeichnet, 
80 hat man 

(IL) U(a, ß) = -rj^ e-''^- F- -^ -. e-'"' W. 

Es soll nun bewiesen werden, dass 



L* 



246 Bigler, über Gammafunctionen mit beliebigem Parameter. 

ist. Weil 
80 ist 

nnd durch Integration findet man 

ebenso ist 
somit 

-^i^'""ß''(^—y-'''4 

Diese Formel ergiebt nun die Relation 

(III.) t/(«, /?) = ^.ü(«+i, /?), 

und aus derselben folgt sogleich 

(IV.) i,Kft=(^±«&M^|±|^Sig=l±«.p(.+«,«. 

Was nun auch a für einen endlichen Werth haben mag, so kann man doch 
bewirken, dass die reelle Componente von a+n positiv wird, dass somit 
der Pol Null zugänglich gemacht werden kann. In diesem Falle lege ich 
den Ausgangspunkt der Schlingen in den Punkt Null, und weil nun K = 
ist, so hat man 

Der Weg ist hier eine aus dem Punkte Null um den Pol 1 geworfene, 
rechtläufige Schlinge. (Fig. 7.) 

Ich kann dem Integral auch folgende Form geben: 

(Weg wie in Fig. 6, log(a:— 1) im Punkte A reell verstanden.) 
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Hier setze man nun a?— 1 = /, und erhält 

ein Integral, dessen Weg eine aus dem Punkte —1 um den Pol Null ge- 
worfene, rechtläufige Schlinge ist. (Fig. 3.) 

Man denke sich nun n positiv sehr gross und setze 

X 

n ' 

wodurch man erhält 

U(a+n, ß) = -g^^/(l+^)"^""V-rfar (Weg wie in Fig.L), 
oder auch 

ü(a+n, ß) = aslnl/?/ ^^''"''^^ ^^^^ "^^^ ^^^"•)' 
also nach Formel (VI.) des § 1 

U(a+n, ß) = n-^r{ß). 

Setzt man nun diesen Werth von U(a+n,ß) in Formel (IV.) des § 2 ein, 
so erhält man schliesslich vermöge der Formel (IV.) des § 1 die Gleichung 

(V.) 0(a.n = r<^. 

Liegt der Anfangspunkt der Schiingenwege in Formel (IL) auf der Realitäts- 
linie zwischen und 1, so kann die Schlinge V so gelegt werden, dass 
(l—xY'^ nach steigenden Potenzen von x entwickelt werden kann, und die 
Schlinge W so, dass hier eine Entwickelung nach steigenden Potenzen von 
(1— x) möglich ist. Es sei also 

(Wege wie in Fig. 8, wo die Schlingen die oben erwähnten Eigenschaften 
besitzen.) 

Weil nun aber 
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und 

(Weg eine rechtläufige Schlinge um Null, weil l—x = u gesetzt wurde. Fig. 9.) 
also 



(—in 

00 



= -2i sinn/Je*"'* -2; 



(-iK"T^)(i-')^^^ 



80 ist für 0<<<1: 

(VI.) l/(., « = £ i,i + j |p . 

Ich will nun einige besondere Fälle betrachten. 

(1.) ma+nß = /jl; 

m und n sind positive ganze Zahlen, hingegen u sei eine beliebige ganze Zat"» T 
In diesem Falle kann ich der Function ü folgende Form geben: 



(VII.) 



. -tTif ma-f ) / ft~-ma ^ \ 

U(a ff) = *e \ " ^ r smmggr ^i[jna-^—^ 1-«) 

^ ^ ' ^ 2sinfiia;r L sin^a 

sm«/7 J 

Man setze nun 

sin na sinn/? 

sin na sin njC^ 

^ ^iniß-i) y g'^"^8inm«n ^.v,(ff-.i+2m«)yp- e>^"^8in«/9n 

e^^** sin na e^^^sinnß 

1 fi^iinuuL 1 fi,2innß 
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Aus dieser letzten Gleichung ergiebt sich sofort, dass 

u—ina 

T = fx''-'(x-V)~' dx, 
folglich 

(VIIL) via, i*--3Ü?fL) = »« _-! /;— (a!-l)"" dx. 

Der Weg dieses Integrals ist eine geschlossene Curve, die zuerst m-mal 
den Pol Null und dann n-mal den Pol 1 in positiver Richtung umläuft. 
Im Punkte A werden loga?, log(ar— 1) reell verstanden. (Fig. 10.) 

Setze ich m=l, «=1, also a+/3 = /Y, so folgt aus Formel (VIIL) 

(Vlir.) Via, fx-a) = -<:jlPl/;«-'(x-l)"--->rfx, 

WO der Integrationsweg eine geschlossene, rechtläufige Curve um die Pole 
und 1 ist. (Fig. 11.) 

Weil nun ausserhalb dieser Curve fUr das Integral keine Pole vor- 
handen sind, so kann man den Weg so weit ausdehnen, dass eine Entwicke- 
Inng nach fallenden Potenzen von x möglich ist. Man findet 

PC«."-«) = ^^./■j(-')'(''"r"'>'-'-'^ 

= /■w(i-«)('';:7')- 

2. Ich nehme ferner an, dass ma—n(i^u sei. 

In diesem Falle kann ich der Gleichung (II.) folgende Gestalt geben: 

. / via—u \/ . / ma-u \ 

-iTifwia ^—)( tnima -'^ -+!-«) Sinwa^ ,, 

•e ^ "" \e ^ " ^' — -. \ 



(IX.) 



2sin maji sinket 

sin«/? ''' 
Der Ausdruck in der Klammer werde wieder mit T bezeichnet; also 

. / ina—u ^ \ 

»in na ' sinßn 

1 p'Hmiia 1 0—2in3n 

-- g-"»(^-l) |/^. _i g-i7(^-l-'.>m«) ^ ii^ßW^ 

-_ ^-in{ß-\)ry_^_^iiJia yj^^^ina y J^ ]^^^i^<m -1) ^r\ 
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und folglich 



T = /x^-\x-\) " dx. 



Der Weg dieses Integrals ist eine geschlossene Curve um die Pole Null 
und 1, und zwar wird der Pol Null m-mal rechtläufig und der Pol 1 n-mal 
rückläufig umlaufen. (Fig. 12.) 
Man hat also 



. / ma—fÄ \ 
. —nlma £-— j 

(ix'o t;(«, "^«i:^) = ^. — ^./;-(x-i) 

^ ^ ^ w / 2^\uman J ^ ^ 



Via—ßÄ 



dx. 



(Weg wie in Fig. 12.) 



Aus dieser Formel folgt für i?i = » = 1: 



V(a, a^u) = ^C l^/o:« X^-l)""^-^rf^. (Weg wie in Fig. 13.) 



zsma;i 



Man kann diese Formel auch auf folgende Art schreiben: 



(X.) 



_r(«-A*) 



\\-a) = -^^l^-fx'^-\x-\)'-'-'dx. (Weg wie in Fig. 13.> 



3. Der Parameter ft liege auf der östlichen Seite des Meridian 
durch 1. 

Weil durch diese Bedingung der Pol 1 zugänglich gemacht wird, S(^ 
verlege man den Ausgangspunkt der Schiingenwege in den Punkt 1, un& 
weil nun W = 0, so hat mau 

n»)nß) 1 



r, . ffs - -ö^ — e"*'" /*""' (1 - ^y~' ^^ 

= -^.-- -f{-xy-\\-xf-Hx 

2sm«a .' ^ ^ ^ ^ 

oder 

(xio -/ri-i^ni+ft = ^V./(-')-(i-->'"'^- 

(Weg wie Fig. 14; im Punkte A werden log(— a:), log(l— a?) reell ver- 
standen.) 

4. Der Parameter a liege auf der ostlichen Seite des Meridians 

durch 1. 

Wie durch die Bedingung 3. der Pol 1 zugänglich gemacht wurde 
so wird nun durch diese Bedingung der Pol ü zugänglich gemacht. 
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verlege den Ausgangspunkt der Schiingenwege in den Punkt 0, und weil 
hier^ F = 0, so hat man 

r{a-{-ß) 2ism/i/7 y "^ ^ 

= o. >^ . fx""^' (x - ly-' dx 

oder 

(Weg wie in Fig. 7; in ^ werden logor, log(j:— 1) reell verstanden.) 

§3. 

Darstelliuig von r(J) und r(J) durch elliptische Integrale. 

1. Darstellung von /X^) durch K. 

Sind die reellen Componenten von a und ß positiv, so folgt aus 
Formel (IL) des § 2, dass 

und also für « = ^, ß = \^ 
oder 

3.2* m) - 3.2*/ "" '^^ '''' '*''• 

Nach der Formel 

rrn\ - -L^^^IE^ 

ist aber 






also 



Nan ist aber 



nD-m) = -^, 



32 



o* 



252 Bigler, über Gammafunctionen mit beliebigem Parameter. 

und man hat also 



4^1 2*. 3 



u 



Hier setze man nun x = ai^y and findet 



^ ü 

= JL/*' 



u 

dx 



2J ^ / W« 2>IT 

Ich setze ferner 
also 



2<>i Vn 



3i/3 



x(l-x)(aj-e » )(ar-e ^ ) = -^(4y(l+y')-y3(l+y7); 
folglich ist 



rfy 



Kl 

oder anch 

_ 2* /*• _dy ^2* /'/ä dy 

~ 3i-^ |/^(i + y«")Zy3(i:,.7«)i 3i-/ l^4y(H-y')- 1^0+77 

nnd weil nun leicht bewiesen werden kann, dass 

r' dy ^ /'Y3 dy 



V3 

so hat man 



(r(i))^' _ 2* /•J'T dy 

i« «i / ./— t: ::: — 



•*« 3i-j K4Kl + y*)-»'3(l + y')' 
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Man setze nun 



y = tg(-f +«), i+y' = l , 

cos {-^ + u) 

•^ya+y^-lfSa+yJ = —7^ -(4.8in(-f +«).co8(^+«)-]^) 



COS » . 

4 



^ -• (2(co8'«-8in*«)- 1^) 



C08«(^ + «) 



4 

J ^(2- »^-48in^a), 

4 



C08«(^- + tt) 



also 



(r(i))' ^ 2* /•" du 

2i /• 2^2 dsinu 



_ 2» /" 



3*-/ K(l -sm'«)(2-l^— 48m*«) 



Es sei nan 



k = sin^"- = sin(-J- -J) = JJJ- , Ä' = 



2—1^3 
12 ~ "'"V 3 4 >' ~ 2j/2 ' " ~ 4 ' 

und wenn sinu = kSa gesetzt wird, so hat man schliesslich 

(r(i))' 2* n 



^ 2* n dS 

~ 3i-/ \'(\-S^a)(\-k*S^) 



An 

oder 

(XIII.) (/'(i))^ = I n Ä- (Ä = 8in^). 

2. Darstellung von I\\) dnrch Ä^. 
Es ist 

Wenn 

x(l—x) = |w*, 
so ist 
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Während x von Null bis | geht, wächst u von Null bis zu 1, 1^1— w* ist 
negativ, und während x von ^ bis 1 geht, nimmt u von seinem Maximum 
1 bis zu Null ab. 

dx = ;^£^du, (x(i-^x)yidx = - 2 >^2-4"_. 



ist im ersten Intervall positiv, weil 1^1— ti* negativ ist, und im zweiten, weil 
du negativ ist. Also ist 



wenn V'l— w* positiv verstanden wird. Versucht man wegen des Factors 
1+fi' die Setzung ii = tg<sp, so führt der andere Factor l—w^ des Radicands 
(abgesehen vom Nenner cos^y) zu cos^y— sin^y = 1— 2sin^y. Da nun ohne- 
hin der Factor 1— sin^y im neuen Radicand auftreten wird, so sieht man 
sich genöthigt, 2sin^y = S(ty^ folglich den neuen Radicanden gleich 

(l—S^t)(l—^S^t) zu setzen, muss also & = V^ annehmen. Dann ist sin</) = kSi, 
folglich 



Weil 



so ist 



Ferner ist 



cosy = Dt^ tt = Ä -^, du = If^ijdL 



DH-ieS't = 1-2*^5^/ = l-S't = CH, 



1 2 CU 



1 + «!^ - ^ 



Stf 9 



folglich 



/)'( 






Wenn m = 1, so ist C/ = 0; also läuft < von Null nach K. Also 

(XIV.) (/Xi)y = 4l^^/f (* = f\). 
Bern, den 4. September 1885. 
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lieber die Producte von drei und vier 

Thetafunctionen. 

(Von Herrn W. Scheibner in Leipzig.) 



1. 

Um die Producte dreier Thetafunctionen zu entwickeln, benutzen 
wir die Gleichungen: 

und erhalten durch MuUiplication mit 9iU, resp. ^3«: 

>%u&(2u,q') = g*^(-l)"*9''"''^"'"+"cos4»»«co8(2«+l)« 

= fli ^(-1)'" «*»••+•(»+») C08(4»»+2«+l)«, 

tun 

9,u,%(2u,q') = 9*:S'(-l)"'g'"'("*+')+-' sin(4m+2)MCOs2«tt 

= ^4^(_l)'«^«"'('»+»+»' 8in(4i»+2«+2)«. 

Setzt man in diesen Doppelsummen tn = m'-\-n', n = m'—2n'+f, so wird 
4m+2n = 6m'-{-2e, und man erhält: 

&ou9(2tt, q") = g*^(-l)"'+Y'"'"^'"''"^''+'^^'""'"^*'^"'''co8(6f»+2f +1)«, 

mne 

d,u»,(2u,<f) = ^i^(_i)".+y»'-Hi.'+2(i+7m+r:r*«)+.. 8in(6m+2t+2)». 

Da 

3»»' = 2m+n—6, 3«' = m—n+e, mithin m ^ «— « (mod. 3), 

80 umfasst man alle Werthe von m und n, wenn man e die Werthe — 1, 
und +1 beilegt. Dadurch wird 

9.,u9(2u,q^ = 29*^(-l)'»+V"*'+«"i('"-'->cos(6m±l)« 
+9*-S-(-l)""-y'»("'+'>+'»^"-'>co8(6i»+3)tt. 
Die letzte Summe verschwindet, weil -S'(— 1)"9^'"~'^ = 0; folglich wird 
&,u9(2u,q^) = 29*^(-l)"9'"^*"-''^(-l)"*^"'("»^>Jco8(6m+l)« 
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Analog findet nuin für c = 0, 1 and —1: 

+^*:S'(-l)'»+y'"'+«-(-+'>8in 6i»« 

Uebrigens kann man auch mittelst der Gleichung 

;f « = T 9* «'"';fi («+ -^)i wo q = e-', 

zn x^ übergehen. Lässt man femer u um -^ wachsen , so ergeben sich die 
Formeln : 

^,«^(2«, 9') = 29*^(-l)"9'"<"+'>^9'"t''"+'>8in(6fl»+l)t» 

= 2qix^(qlUf) 
und 

Damit gehen die Gleichungen hervor: 
(;f ist für /(O) geschrieben) nebst 



, , r - I 5 



2f^^X^_ 2ÄYi^^ 2Är>V^/, 2K}/xx' ^ x\ 

n XxX'i ' « ^1 ' « ;if, ' ^ ' z, ' 

Wir nennen die Functionen x^9 X\^9 'Xi^9 Xi^ ^^^ Kiepert^chen Functionen, 
weil Herr Kiepert die Beziehung zwischen /jw und dem Product a^uOiUa^u 
zuerst abgeleitet hat. (Dieses Journal Bd. 87, S. 213.) 
Will man die Gleichung 

Xi» - iXi ^u 

direct verificiren, so setze man: 

.9,«;^,« = 9*^(-l)"'+"9"'t3».+i)+-(.+i)cog(6m+l)«8in(2n+l)« 

= |9*^(-l)"'+"9"'t"»+>'+-<"+'>)8in(6m+2n+2)«-8in(6m- 2«)«| 



mn 



\ 
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und durch Vertauschung von «+1 und — », wenn m^n (mod. 2): 

.-= 9*^ g'"(^'"+*>+"(''+^>!8in(6wi + 2«+2)w~8in(6m-"2«)w|. 

Hier schreibe man m+n statt m, m—n statt n: 

= flt^^H'»'+«n+,.o+2". J8in(8m+4«+2)M-8in(4»M+8«)«| 

- fl*^ ^(m+2,)'+„.(J,„+«) gi„ (^4^ ^ 8»)«. 

Setzt man in der ersten Summe m statt m-f-w, in der zweiten n statt m4-2», 
so erhält man wieder für m^n (mod. 2): 

=^ qi i: 9"'^"*^^)+"^^"-»>8in(4m-l-2)f/-gi ^ 9^"^'"'^'>+'^'sin4ww. 

Die zweite Summe verschwindet (indem man n mit — i* vertauscht), während 
die erste Summe durch 

= x^i^(_l)-+«y"'('"H)+-c^«-')sin(4m+2)M 

= |9*-2'(-l)'*9"^^«-'>-S(-^l)'"9"'('"^^^sin(4;?i+2)w 

= i9i/,^,(2fi) 

ersetzt werden kann, wie sich ergiebt, wenn man für m+1 ^ », —m statt 
m+1 substituirt. 

Uebrigens genügen die vier Äireper/schen Functionen der Functional- 
gleichuug : 

wo (^ = «^ = 1, und sind die reellen Theile von: 
Auch hat man 

Während 

(^^(,^) = J0(m+7i) = 6ye^-ö(fi+Af). 
Für I» = ü wird : 

Aus diesen Formeln erhellt die Beziehung der /fteper/scheu Func- 
tionen zur Dreitheilung der elliptischen Thetafunctionen. 
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2. 

In den Sitzungsberichten der Beriiner Akademie vom 27. April 1882 hat 
Herr Weierstrass S. 505 ein für die Sigmafunetion fundamentales Theorem 
gegeben, welches nach Einführung von ß^ statt a in Gestalt der identischen 
Gleichung 

geschrieben werden kann. Herr WeierstrtMs bemerkt, dass diese Gleichung, 
welche nur ßi enthält, wesentlich anderer Art sei, wie die von Jacobi ent- 
deckten und Bd. I, S. 507 seiner gesammelten Werke vollständig aufgestellten 
Relationen unter Producten von je vier Thetafunctionen, weil daselbst zwei 
oder mehrere Thetafunctionen vorkommen. Da jedoch nicht allein, wie 
Herr Weierstrass angiebt, die Jacofitschen Gleichungen aus der Weterstrass'- 
sehen Formel sich ableiten lassen, sondern umgekehrt auch diese aus 
jenen, so scheinen mir beiderlei Formeln in gewissem Sinne äquivalent 
zu sein *). 

Um die Weierstrass'^aXiQ Formel zu erhalten, gehen wir von den 
Gleichungen ^4(2, 4) S. 507 aus, welche wir in der Abkürzung 

/73-/7, = n + ni, n^n, = n-n\, 

also: 

schreiben wollen. Hier ist z. B. 

während 

2ta' = w-\-x+y+z, 2y' = w—x+y—z^ 

2x = w+x—y—z, 2z' = w — x—y-\-z. 

Die Reciprocität dieser Ausdrücke ist bekannt. Durch Umkehr des Vor- 
zeichens von z geht analog das reciproke System hervor: 



*) Auch dürfte die Borchardtf^che Zusammenstellung 1. c. nicht ganz vollständig 
sein, wie bereits in den Berichten der Leipziger Gesellsch. d. Wiss. vom I.Juli 1859, 
S. 160 angedeutet ist. Ich ziehe desshalb vor, die Jaco6ischen Relationen, ähnlich wie 
Rosenhain in seiner Preisschrift S. 375, in der Form der in meiner Abhandlung über 
die Reduction elliptischer Integrale Art. 50 zusammengestellten fünf Gruppen von Formel- 
quaternionen zu betrachten. 



j 
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2w' =^ w-\-x-\-y~z^ 2y" --= w—x+y-\-z^ 
2x" = u)-\-x—y-\-Zy 2a" = —it> + x-{-y-\-z 

nebst der entsprechenden Gleichung 

2/7;= 77+ rA + 77,-/73. 

Durch Addition folgt sofort die WeierslrassmYxe. Formel 

n, = n[+n['. 

Zur directen Ableitung der Formel fuhrt am einfachsten der folgende 
Weg. Die Multiplication der Reihen giebt leicht: 

nebst 

(mod. g) &udf> = d-3(u+v)&3(n—v)—i%(ti+v)&2(u—f)) (mod. 9^), 
folglich : 

rechts mit dem Modul ^. Die Producte der Thetafunctionen mit den Argu- 
menten fv+x und y+z, sowie w—x und y—», braucht man bloss vom mod. q^ 
auf den mod. q zurückzuführen, um die Gleichung 

2/7, = ^n'+n[^ni+m 

zu erhalten. Die coordinirte Gleichung 

2//, = n"+rj['+n;,-n;' 

geht hervor, wenn man die Argumente w+x und y—z, sowie tv-x und 
y+z verbindet. Die Addition der reciproken Gleichungen liefert wie oben 
die Weierslrass^che Formel. 
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r «.jjpn K^ ^ f w n^miim Thetaformeln. 



A**f /•-.'. 



•''• ■■■. ■ ■ j»^.^^ V ^»i 



••*.<*T • 



-..t 



•.n*-. ,»f ,i;^ jaii7«i ^ntim • ron — -sc b» -r» zu er- 

rr-. -^. r^. -1.. ' :>. ^^ «r . «• ss^ . «3\^3U? blj b27 b3y 

:••■■-** '^ ' i- .'-. Jr. Jl, -Miuientii^ Fam^tionen der vier 
•-.--»^ ^ i,,.-. .,,^,t / -rnwitatinnen «tcr durch die Function: 



^-.--•.r^-r ?r;i!.-: ntr^äniier? u«h«>n iiui .iaber hei den 24 Permu- 

...r ^- - ^,*,^ ; n- p::^ -r^miertr^e *'^>n}n«ir*r' Werthe annehmen. 

m-*-.'"^- " ^. A- ^ A "»--rrirri r^auini ihrer Definition als 

'•'' ▼-<. ..-^ ^TiraÄon.'*! air 4*^ riiiTTaniigga Werthe von m,,, iwi, 
» .- > -x:. -r?fr^»trc: ^ru "r.=-it-hr lea ^ieuien Bedingungen: 

-*^ * j.:f-:i—..>^ir-firwuL*^ -tiirti 3rTiin4rm»r: 
% » 1 • •-_ ».— ifc — 1 — ji». i— I ^r 1 ^mod. 2) 
-'" ." 'r- "r-n-TL-4n*'a«jr:k:iiiCTi:r öim we:rg^la:it*eii werden, wenn unter 



.i-«- * - ■ 
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und vor dem Summenzeichen der Factor ^ hinzugeftlgt wird. Nun geht 
offenbar jede mehrfach unendliche Reihe: 

^ C„, „ ..F(|W,jS,, m^tu »»-iC?, . . ^"'<" '"» *"^ '•' ='^ ±*' ±2. ••• *n inO, 

in welcher F eine symmetrische Function der Argumente bedeutet, bei der 
Vertauschung von C„ und ^, in die Reihe: 

^ C « ; ..F(|||(jCo, IWi^i, ^2^21 . • •) ('"«' '"«' '''^' ••• ='^' ±^' ±^' ••• *" *°^-) 

Über, da ja gleichzeitig die Summationsbuchstaben iw^, und mi vertauscht 
werden können. Man erhält daher die beiden conjugirten Werthe von T^, 
welche mit Tl und T,[' bezeichnet werden mögen, und welche durch die 
Gleichungen : 

bestimmt sind, wenn man bei dem Summenausdruck (A.) nur im Expo- 
nenten von —1 und in den beiden Summationsbedingungen die drei Sum- 
mationsbuchstaben mi, m^, m^ cyklisch permutirt 

2. Bei der mit (.4.) bezeichneten Darstellung der Functionen T^ 
tritt zuvörderst der Satz in Evidenz, 

I. dass T2+T3 eine symmetrische Function der vier Grössen ^ ist; 
denn T2+T3 wird gleich dem Werthe der vierfach unendlichen Reihe: 

wenn nur die Summationsbedingung: 

Wo+mi+m2+m3 EE (mod. 2) 

festgehalten wird, und diese Bedingung bleibt bei allen Permutationen der 
vier Summationsbuchstaben m ungeändert, folglich auch der Werth der Reihe 
bei allen Permutationen der vier Grössen ^. 

Wenn man ferner den Werth der Reihe (ß.) bei der Summations- 
bedingung: 

(C.) (wo+mi)(w2+W3)(iw„+fW3)(iw,-t-iii2) EU- 1 (mod. 2) mit R, 

bei der Summationsbedingung: 

(C) (ffio+''«2)(^i+'W3)(fw„+w,)(m2+m3) — 1 (mod. 2) mit R', 

bei der Summationsbedingung: 

(C.) (iWo+m3)(mi+'»2)('w„+w>)(w,+m3) = 1 (mod. 2) mit R" 

bezeichnet, so ist: 

ß'=ß(^o,^2, ?37 CO? R" = R(^nj ^3? Cl, ^2), 
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und da bei allen Permutationen der Summationsbuclistaben m,,, Wi, iw,, 1/I3 
die drei Bedingungen (C), (C), (C.) nur in einander übergehen, so sind 
es auch nur die drei conjugirten Werthe ß, R\ K\ welche die Function 
Ä(^„ ^i, ti^ tj) bei irgend welchen Permutationen der Grössen Z anneh- 
men kann. 

Gemäss der mit (^4.) bezeichneten Darstellung von Tf, wird nun: 

(Z).) T, = R-R\ und folglich T[ = R-R\ T[' = R"^R; 

es tritt daher bei jener Darstellung auch der Satz, 

II. dass die Summe der drei conjugirten Werthe von T, gleich Null ist, 
in vollkommene Evidenz. 

3. Jener erste Satz, dass Tz+T^ eine symmetrische Function der 
vier Grössen ^ ist, besagt nichts Anderes als die berühmte Jacobische Theta- 
formel, welche das Fundament der vor einem halben Jahrhundert von Jacobi 
in Königsberg gehaltenen und durch die Ausarbeitungen seiner Schüler seit 
langer Zeit in weiteren Kreisen verbreiteten Vorlesungen über die Theorie 
der elliptischen Functionen bildete. Denn aus der Gleichung: 

oder: 

T,(^o, ^n C., Q + T3(Co, t„ C2, ^3) = T,(^., ^,, Cn Q + T3(C.M C., C„ Q, 

welche ausdrückt, dass die conjugirten Werthe der Function T^+Tj ein- 
ander gleich sind, geht die Jacofiische Formel in der Gestalt, wie sie sich 
auf S. 506 des ersten Bandes von Jacobi^ gesammelten Werken anter 
No. 11 angegeben findet, hervor, wenn man: 

^etzt. Andererseits folgt aber auch aus der Gleichung T^+Ty = Tj + Ti, dass 
Ti+Ti eine symmetrische Function der Grössen ^ ist. 
Der zweite Satz wird durch die Formel: 

(F.) T,+ Tl + T[' = 

oder: 

T.(Cu, Cn S2, Q+T,(^o, Ci, ^3, ^0+7i(Co, ^3, ?i, ^d = 

ausgedrückt. Sie ist nichts Anderes als jene schon vor 25 Jahren von 
Herrn WeierstrcMs gefundene und in seinen Vorlesungen mitgetheilte For- 
mel *), und sie wird mit der Formel (I.) des VII. Buches der „Theorie des 



*) Vgl. die Weierslrasssche AbhandluDg in den Sitzungsberichten der Berliner Aka- 
demie der Wissenschaften 1882. I. S. 505. 
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fonctions elliptiques'' von Briot und Bouquet*)^ welche dort als Funda- 
mentalformel bezeichnet wird, identisch, wenn: 

2?„ = a-b, 2Ci - 2x+a+b, 2^. = 2y \-a+b, 2'Q, = 2a+a+6 

gesetzt wird. In Herrn Ralphen^ „Trait^ des fonctions elliptiques" wird 
die Formel (F.) als „die dreigliedrige Gleichung*' ,(^quation ä trois termes) 
bezeichnet, und sie ist schon dort auf S. 244 bis 246 durch directe Multi- 
plication der vier «^-Reihen bewiesen worden. 

4. Ebenso wie die Formel (D.)- ^i = R—B! ergeben sich die 
Formeln: 

T,^RVR\ -T,+ T,=^2R" 

unmittelbar aus der mit (.4.) bezeichneten Darstellung der Functionen T. 
Aus derselben resultirt ferner, dass Tu+Ta durch die Reihe (J5.) dargestellt 
wird, wenn man die Summation auf alle diejenigen Werthsysteme m,,, Wi, m^, m^ 
beschränkt, bei welchen alle vier Zahlen zugleich grade oder zugleich ungrade 
sind, und daraus dass diese Summationsbedingung in Beziehung auf die vier 
Zahlen m symmetrisch ist, folgt unmittelbar, dass 71,+ Tj eine symmetrische 
Function der vier Gjössen ^ ist. Bezeichnet man dieselbe mit S, so werden 
die vier Functionen T durch die vier Functionen B, B', B'\ S in folgender 
Weise ausgedrückt: 

(G.) 7:, = S-ß'', T,^B-B\ T, = B+B\ T,=^S+B", 

und die vier Functionen B, R, B", S, welche sich hier als geeignete Ele- 
mente zur Herleitung der Thetaformeln erweisen, werden sämmtlich durch 
die Reihe (J5.) dargestellt, nur dass: 

für B entweder fn^i ^: 0, m, e^ 1, iwa ^^0, m^^ 1, 

oder »w,, ^1, m^^ 0, wia ^1, m^^ 0, 

für B' entweder w,, ^^0, wii EiE 1, 1112 ^f 1, m^^ 0, 

oder fWo =^1, mi Ef? 0, m^ ^ 0^ m^ ee: 1, 

für B" entweder iw,, ^0, m^^ 0, w^ ^^1, m^EE 1, 

oder m<, ^^1, m^ ^^ 1, 1W2 =ee 0^ 1113=: 0, 

tUr S entweder w„ -zE 0, m^ EtE 0, fW2 e^ 0, W3 ^ 0, 

oder m„ ^^ 1, fUj ^5 1, m^ EzE 1, 1113 ^ 1 

nach dem Modul 2 sein muss. 



•) Deuxieme edition. Paris 1875. S. 486. 
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Der Inhalt der Gruudgleiclmngen (6.) kann in folgendem Satze for- 
mulirt werden: 

die Function To+Tj ist eine sym metrische Function von 

?o, ^1, b2, t3, und die drei Functionen: T, + T,, -T, + T,, -T,,+ T, 

(III.) sind mit einander conjugirt und gehören beziehungsweise den 

durch die Functionen: Co^^i+^it,, t„L +Ci?2, 2^n^i+?2^3 repräsen- 

tirten Gattungen an. 

Aus diesem Satze gehen wiederum die Gleichungen (6.) hervor, wenn 
man die symmetrische Function r„+T3 mit S und die Function T^+T^ mit 
2ß, also dann -T,+ T, mit 2fl' und -11+ T, mit 2R" bezeichnet. 

Mit Hülfe der Grundgleichungen (6.) oder des Satzes (III.) erkennt 
man unmittelbar die folgenden Eigenschaften der Summen und DiflFerenzen 
je zweier Functionen T: 

71,+ T3, Tii—T>^ T.2+T3 sind symmetrische Functionen, 

Tu+T,, T, + T,, -T, + T^ sind Functionen der Gattung ^ut,+^i^3, 

T,-T,, -T, + T,, T, + T, sind Functionen der Gattung ^,^3+^1^2, 

-T2+T,, -T„+T3, Z,+ T, sind Functionen der Gattung C«^i+^2?3, 

und je drei in derselben Columne stehende Functionen der letzten drei 
Zeilen sind mit einander conjugirt. 

Der Satz (III.) schliesst den Inhalt der mit (I.) und (II.) bezeichneten 
beiden Sätze ein, und 

es gehen überhaupt die sämnitlichen Relationen, welche 
zwischen den Functionen T,,, T,, T,, Tj und ihren conjugirten 
bestehen, aus additiven Verbindungen der Grundgleichungen (6.) 
und der mit ihnen „conjugirten" Gleichungen hervor, nämlich in 
der Weise, dass jene Relationen identisch erfüllt sind, wenn darin 
für die Functionen T ihre Ausdrücke durch die Functionen 
ß, R'y R"y S substituirt werden; alle Relationen zwischen den 
zwölf Functionen 

entspringen somit nur daraus^ dass diese zwölf Functionen sämmt- 
lich gemäss den Gleichungen (G.) als lineare Verbindungen der 
vier Functionen /i, R\ R'\ S darstellbar sind. 
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Der Satz (IIL) oder das System der Gleichungen: 

wo & = 0, 1, 2 (mod. 3) zu nehmen und Tr> = T,, T^ = T,, Tf > = T[' zu 
setzen ist, kann hiernach als das einfachste ausreichende Fundament aller 
jener Relationen angesehen werden. 

5. Substituirt man in der vierfach unendlichen Reihe: 

7n«,n»„?/i„77t3 

flir Co? Cn ^2, £3 beziehungsweise: 

&)+i(r„fr+«o), £i+i(rifr+0? ^2+i(r2fr+«2)j Sa+iCratt^+O? 

wo r,,, Tj, Ta, Ta, «ü? «n *2? «3 irgend welche ganzen Zahlen bedeuten und w 
durch die Gleichung ß*""" = qr bestimmt ist, so resultirt die Reihe: 

m,„m,,f/i„7/«3 

multiplicirt mit dem Factor: 

Hieraus folgt, dass die Functionen: 

"'0? «*i? ^2^ 'i 
beziehungsweise in: 

T3, T,, T„ T., 

übergehen, wenn man: 

So+i für S„ und Sa+i für S, 
setzt, und dass sie, wenn: 

to+i^ fi»r ^0 und ^,+ifr für t, 
substituirt wird, beziehungsweise in: 

'n '■01 '3? '•27 

multiplicirt mit dem Factor ^-^e"'^^^^^'^''* transformirt werden. 

Es ergiebt sich ferner, dass die mit (ß.) bezeichnete vierfach un- 
endliche Reihe: 

Journal für Mathematik Bd. CII. Iloft 3. 34 
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mit den Summations-Bedingungen: 

Wo ^ Ai, iWi EE /j, mz^^ti^ m^-^t^ (mod. 2), 
wenn 

substituirt wird, wiederum in eine Reihe (ß.) mit den Summationsbedingungen : 

Wo = ro+/o, ^*i = n+<i, wa = r2+/2, WI3 = r3+/j (mod. 2) 
tibergeht, dabei aber die Grösse: 

als Factor hinzutritt. Die 16 Reihen (ß.), welche den 16 möglichen 
Werthsystemen : 

/o::^0, 1; /i = 0, 1; /,EEiO, 1; «3 = 0, 1 (mod. 2) 

entsprechen, gehen also bei allen jenen Substitutionen, abgesehen von dem 
angegebenen Factor, nur in einander Über. Sie gehen ferner auch bei 
jeder Vertauschung von zwei Grössen ^ nur in einander über, da z. B. bei 
der Vertauschung von ^0 niit Z\ nur das Werthsystem (A,, /i, ti^ h) in (/j, A,, <2, (,) 
übergeht. Da nun jede der Functionen ß, ß', ß", S die Summe zweier 
Reihen (ß.) mit zwei zugehörigen Werthsystemen (/„, /j, t^^ ^3), und jede 
der Functionen To, Tj, T2, 73 die Summe oder Differenz von je zwei Func- 
tionen ß, ß', ß", S ist, so ist jede der Functionen T ein Aggregat von 
vier Reihen (ß.) mit vier zugehörigen Werthsystemen (^„ /i, /j? O? ^»^^ 
es ist folglich auch jede derjenigen Functionen von ^0, Si, ^2, ^3 ein solches 
Aggregat, welche aus To, Ti, T2, Tj hervorgehen, wenn man 

^*+i(ntt'+0 für S;t (*=^^ »' ^. 3) 

substituirt, oder wenn man die vier Grössen t in irgend einer Weise mit 
einander permutirt. Bei Benutzung der Ausdrücke aller auf diese Weise 
gebildeten Functionen von ^0, ^1, ^2? Sj durch die 16 Reihen (ß.) werden 
die sämmtlichen Relationen, welche zwischen diesen Functionen bestehen, 
zu Identitäten. 

So entsteht aus der mit ^(T^+T^) identischen Function S, welche 



i 
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das Aggregat zweier Reihen (B.) mit den Werthsystemen : 

<, = 0, /, =0, /, = 0, /3 = 0; A,= l, /, = 1, «2 = 1, «3=1 

ist, durch HinzufUgung von ^tr zu ^2, «ine Reihe (ß.) mit den Werth- 
systemen : 

*o = 0, /i = 0, «2=1, /3 = 0; «„=1, /i = l, ^2 = 0, «3 = 1, 

und durch Hinzufügung von \w zu Sa, eine Reihe (B,) mit den Werth- 
systemen : 

/,, = 0, «1 = 0, «2 = 0, «3=1; «0 = 1, «1 = 1, «2 = 1, «3 = 0. 

Dadurch geht aber die Function 71,+ T3 in die Function: 

abgesehen von einem Factor über, und hierbei ist das obere oder untere 
Zeichen zu nehmen, je nachdem \w zu ^3 oder zu S2 hinzugefügt war. 
Die hier erlangte Darstellung jener beiden Aggregate von Thetaproducten 
durch die Reihen (ß.) setzt es nun in Evidenz, dass die Summe der beiden 
Thetaproducte in Beziehung auf S„, Si, ^2, die Differenz aber in Beziehung auf 
&j, X>\i ^3 symmetrisch ist, und die Gleichsetzung zweier durch Permutation 
der Grössen £ entstellenden Ausdrücke führt zu den «/acoieschen Formeln, 
welche auf S. 507 des I. Bandes von Jacobi» Werken bei (^4.) No. 9 und 
10 Tingegeben sind. 

6. Bezeichnet man die Reihe (ß.) bei den Summationsbedingungen 
mi^«jfe (mod. 2), welche auch als Product von vier Thetafunctionen: 

dargestellt werden kann, mit: BQ^y^l^^ti^t^^ so sind es nach obigen Ent- 
wickelungen die 16 den verschiedenen Werthsystemen « = 0, 1 entsprechen- 
den Reihen ß(«,M «j, «2, «3), durch deren Einführung die a.a.O. mit No. 1 
bis 10 bezeichneten JacoÄtschen Thetaformeln als Identitäten erkannt werden. 
Dies resultirt aber auch direct^ da man, ausgehend von der Definition: 

für ÖÄ(^„+Si)^A(S„-£,)'^jt(&2+£3)^^A(&2-£3) unmittelbar die vierfach unend- 
liche Reihe: 

34* 
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mit den Sammationsbedinguiigen: 

w„+wii ^ ^A(A+1), m2+nh = ^k(^k+l) (mod. 2) 
erhält. Hiernach wird: 

wo die Suramation auf die vier Werthsysteme: (7 = 0, 1; <J'«=0, 1 zu er- 
strecken ist. Dieses Aggregat von vier Reihen (B.) ist 

für A = 0, A = 0:ß(0000)+ß(llll)-Ä(0011)-5(1100) 
fUr A = 0, & = l:ß(0001)+ß(1110)-ß(0010)-ß(1101) 
für A = 0, & = 2 : ß(0001)+ß(OülO)-ß(1101)-ß(1110) 

& = 3 : ß(0000)+ß(0011)-5(1100)-Ä(llll) 
k=i: 5(0101)+Ä(1010)-ß(0110)-ß(1001) 
& = 2:Ä(0101)+5(0110)-5(1001)-ß(1010) 
& = 3 : J5(0100)+ß(0111)-J?(1000)-ß(1011> 
& = 2 : ß(0101)+ß(0110)+Ä(1001)4-ß(1010) 
k = S : B(OlOO)+B(piU)+B(1000)+B(lOir) 
& = 3 : ß(0000)+J?(0011)+ß(1100)+ß(llll) 

und wie sich bei Einsetzung dieser Ausdrücke die 7aco6tschen Formeln 
gestalten, möge an einem Beispiel gezeigt werden. 

In der /aco6tschen, a. a. 0. mit No. 7 bezeichneten Thetaformel ist 
der Ausdruck auf der linken Seite die Summe der beiden, den Werthsystemen 
A = 0, k = 2 und /« = 1, & = 3 entsprechenden Thetaproducte, also gleich: 

ß(0001)+ß(0010)+ß(0100)+ß(ülll)-ß(1110)-(ßll01)-ß(1011)-ß(1000). 

Dieses Aggregat von Reihen ß(A„ /,, /j, /j) ist offenbar in Beziehung auf 
tu hl h symmetrisch, und die hierdurch dargestellte Function von So, Si, X,f, %i 
ist deshalb in Beziehung auf ^i, X^i %i symmetrisch. Der Ausdruck auf 
der rechten Seite jener 7aco6tschen Thetaformel entsteht aber aus dem- 
jenigen auf der linken Seite durch Vertanschung von Z\ und t^^ and er ist 
daher mit demselben identisch. 

7. Herr Scheibner hat gezeigt*), wie aus der Jaco6tschen Funda- 



für A = 
für A = 1 
für A = 1 
für A=l 
für A = 2 
für A = 2 
für A = 3 



*) Vgl. S. -258 dieses Bandes. 
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mentalgleichnng : 

die Weierstrass^che Formel: 

T,+ T[+T[' = 

erhalten werden kann. Die bezügliche Deduction lässt sich bei den hier 
gebrauchten Bezeichnungen dahin fassen, dass die /aco6tsche Gleichung, 
wenn man darin die Argumente ^„ und ^2 um ^ vermehrt, in die Gleichung: 

übergeht, welche bei Vertauschung von ^2 und ^3 die fernere Relation: 

ergiebt, und dass daher T^ sich als Differenz zweier conjugirten Werthe 
einer dreiwerthigen Function von ^,, ti^ S2? ^3 darstellen lässt. 

Dass andererseits auch die «/acoftische Formel aus der Weierstrass- 
sehen abgeleitet werden kann, ist schon in dem oben angeführten Werke 
von Briot und Bouquet dargelegt worden *), und es zeigt sich unmittelbar, 
wenn man die drei Gleichungen: 

zu einander addirt, von denen die zweite aus der ersten hervorgeht, indem 

to und ^2 um 1 vermehrt wird, die dritte aus der zweiten, indem q^? 

ZU ^0 und ti hinzugefügt wird (vgl. die Ausführungen in No. 5). 

8. In der Abhandlung: „Formulae novae in theoria transcendentium 
ellipticarum fundamentales" hat Jacobi unter No. 12 **) eine Formel ent- 
wickelt, welche bei Anwendung der obigen Bezeichnungen folgendermassen 
lautet : 

und welche aus jener schon in No. 2 citirten /oco6tschen Thetarelation (E.): 

r,(&„ S„ tu t.)+Ut,, ^„ £„ Q = T,c,„ tr, ^., S3)+T3(t,„ S., ^M Q 



•) Vgl. Briot und Bouquet, Theorie des fonctions elliptiques. Deuxieme edition. 
Paris 1875. 8. 495 sqq. 

••) Band XV, S. 203 dieses Journals und Band I, S. 340 von Jacobi^ gesammelten 
Werken. 
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hervorgeht, wen« man S„ = Si+^(l + tt?) setzt. Für Jacobi bildete die 
speciellere Formel (Ä.) gewiss eine ntitzliche Vorstufe bei der Auffindung 
jener allgemeineren, welche ihm nachher als Fundament für seine Vor- 
lesungen über elliptische Functionen diente*); merkwürdiger Weise bildet 
aber auch die speciellere Formel (Ä.) eine nothwendige Vorstufe bei der 
Herleitung der allgemeineren, wenn man, anstatt von den Theta-Ä^'A^n aus- 
zugehen, die Entwickelung der Thetafunctionen in unendliche Producle zu 
Grunde legt. 

Um diese Herleitung auseinanderzusetzen, betrachte ich zuvörderst 
den Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (H.) als Function von 
e^'"". Die Productentwickelung der Functionen T lässt nun unmittelbar er- 
kennen, dass, wenn qe^*""' an die Stelle von e^'"' gesetzt wird, im Zähler 
und Nenner jenes Ausdrucks nur derselbe Factor hinzutritt, der Ausdruck 
selbst also ungeändert bleibt. Zur Ermittelung seines Werthes kann man 
sich demnach auf diejenigen Werthe des Argumentes c^"' beschränken, 
welche in dem Ring-Gebiete zwischen den beiden Kreisen mit den Radien 
l^fl und 1 liegen. In diesem Gebiete liegen, wie ebenfalls durch die Pro- 
ductentwickelung der Functionen T evident wird, nur zwei Werthe von 
c^'"", für welche der Nenner 71,(^1, ^„ ^j, ^3) gleich Null wird, und zwar von 
der ersten Ordnung. Diese beiden Werthe sind durch die Gleichungen: 

bestimmt, in welchen ^ und v ungerade Zahlen bedeuten. Für diese beiden 
Werthe von ^2 werden aber die beiden Functionen 7^, und Tj im Zähler 
des Ausdrucks auf der linken Seite der Gleichung (H.) einander entgegen- 
gesetzt gleich. Der Ausdruck selbst bleibt daher für alle Werthe von 
e^'"^ endlich, er hat also nach dem Cafic%schen Satze einen von ^2 unab- 
hängigen Werth, und aus der Annahme ^2 = ^1 ergiebt sich sofort, dass 
dieser Werth gleich 1 ist. 

Nachdem somit die Richtigkeit der specielleren «/aco6tschen Formel 
(Ä.) dargethan ist, betrachte ich zur Herleitung der allgemeineren mit (E.) 
bezeichneten Formel den Quotienten: 

f K \ * 2\?j^ a>t? »n *9i) » ^sV^^ m »ji »n »j/ .^v^o»,»! ^ ??? »3/ 

'3\»0» 9|9 »2» »3/ 

*) Vgl. die Bemerkung 3. 8. 262. 
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dessen Werth sich gleich 1 erweisen soll, als Function von c^"'. Man 
sieht nun zuvörderst wieder, dass der Werth des Quotienten ungeändert 
bleibt, wenn qe^'** an die Stelle von c^^* gesetzt wird, dass man sich also 
auf diejenigen Werthe beschränken kann, deren absoluter Betrag zwischen 
\q\ und 1 liegt. Unter diesen giebt es aber nur zwei, .durch Gleichungen: 

bestimmte Werthe von e^"', für welche der Nenner T^ gleich Null wird, 
und zwar von der ersten Ordnung; und für eben diese Werthe wird der 
Zähler, abgesehen von einem Factor, durch den Ausdruck: 

dargestellt, welcher gemäss eben jener specielleren «/aco6tschen Formel (H,) 
verschwindet Vermöge dieser Formel erkennt man also, dass der Werth 
von (K.) flir alle Werthe von ^„ endlich und daher von ^„ unabhängig ist. 
Setzt man nunmehr ^„ = ^1+^, so wird der Ausdruck (K.) mit dem Aus- 
drucke auf der linken Seite der Gleichung (H,) übereinstimmend und er- 
weist sich also in der That gleich Eins. 

9. Während sich in der von den Theia.'Reihen ausgehenden Ent- 
wickelung die Jacoftische Thetaformel noch unmittelbarer als die Weier- 
slrcusÄche ergiebt, gestaltet sich bei dieser letzteren, vermöge desjenigen 
Vorzugs, welcher in der oben erwähnten*) Bezeichnung als ^^dreigliedrige 
Gleichung" hervorgehoben ist, die Herleitung aus der Prorfe/c/- Entwickelung 
der Thetafunotionen wesentlich einfacher. 

Betrachtet man nämlich den Quotienten 

' ivfea^ ^n ^^ g.»/ ' iCga? ».>> fe? ?!/ 

dessen Werth sich gleich 1 erweisen soll, als Function von e^^'", so zeigt 
sich zuvörderst wie oben, dass sein Werth sich nicht ändert, wenn man 
dem Argumente e^"' den Factor q hinzufügt, dass man sich also auf die- 
jenigen Argumente beschränken kann, deren absoluter Betrag zwischen 

\fq\ und |F^qf~^| liegt. Nun sind die Argumente, für welche der Nenner 
gleich Null wird, durch die Bedingungen: 



•) Vgl. den Schlusssatz in No. 3. 
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gegeben, in welchen r und * ganze Zahlen bedeuten, und die Werthe des 
Quotienten sind für diese Argumente beziehungsweise dieselben wie für 
ti) = ti und ^) = — Ci. Hierfür wird aber nicht nur der Nenner Null, und 
zwar von der ersten Ordnung, sondern auch der Zähler. Jener Quotient 
bleibt also für alle Werthe von ^o endlich, und sein demgemäss von ^, 
unabhängiger Werth erweist sich, wenn man &j = C3 setzt, in der That 
gleich Eins. 

Berlin, 1887. 
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Theorie der unendlich dünnen Strahlenbündel 

(Von Herrn K. Hensei) 



In seiner grundlegenden Arbeit „Allgemeine Theorie der gerad- 
linigen Strahl ensysteme" (dieses Journal Bd. 57) hat Herr E. E. Kummer 
die zweifach unendlichen Schaaren gerader Linien mit denjenigen Hülfs- 
mitteln untersucht, welche die Theorie der krummen Oberflächen liefert, 
und damit der Theorie der Strahlensysteme den ihr zukommenden Platz * 
angewiesen. Wenn in der vorliegenden Abhandlung derselbe Gegenstand 
dennoch noch einmal aufgenommen worden ist, so sind hierfllr hauptsäch- 
lich zwei Gründe massgebend gewesen. 

Einmal ist es mir bei eingehenderem Studium dieser Theorie ge- 
lungen, Methoden zu finden, mit deren Hülfe man die a. a. 0. gefundenen 
eleganten Resultate fast ohne alle Rechnung ablesen kann. Die ganze 
Theorie der unendlich dünnen StrahlenbUndel lässt sich nämlich auf die 
Untersuchung zweier quadratischen Differentialformen zurückführen. Stellt 
man aber diese Formen mit Hülfe einer simultanen Transformation als 
Summen von Quadraten dar, so vereinfacht sich die Herleitung aller 
hierher gehörigen Resultate in überraschender Weise, und es kann jetzt 
zweifelhaft erscheinen, ob der Vorzug grösserer Einfachheit, welchen Möbius 
(Sitzungsber. d. sächs. Ges. d. Wiss. v. 15. März 1862) für seine mehr 
geometrische Behandlung dieser Theorie geltend macht, ihr auch jetzt 
noch zuzusprechen ist, ganz abgesehen davon, dass die hier angegebenen 
Methoden unmittelbar bei analogen Untersuchungen innerhalb höherer Man- 
nigfaltigkeiten angewendet werden können. 

Zweitens hoffe ich, durch Hinzufügung einer Reihe von neuen Resul- 
taten die Äiwmiiierschen Untersuchungen in einigen wesentlichen Punkten 
ergänzt zu haben. In ihr sind nämlich im Wesentlichen nur die flinf 
Hauptpunkte des Mittel Strahles eines Bündels, nämlich sein Mittelpunkt, 
sowie seine beiden Brenn- und Grenzpunkte betrachtet und die Haupt- 

Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 4. 35 
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eigenschaften der zu ihnen gehörigen Abstandsrichtnngen erörtert worden, 
dagegen wird auf die Lage und auf die engeren Beziehungen der Nach- 
barstrahlen zu einander und zu ihrem Mittelstrahle fast gamicht einge- 
gangen. — Führt man nun die Werthe jener vorhin erwähnten DifFe- 
rentialforraen als unabhängige Veränderliche ein, so ergeben sich aus 
ihnen die einem Nachbarstrahle entsprechenden Differentiale der unab- 
hängigen Variablen allerdings nicht ein- sondern vierdeutig, aber die vier 
durch sie bestimmten Nachbarstrahlen stehen ihren Haupteigenschaften nach 
in der allerengsten Beziehung zu einander, deren ausführlicher Darlegung 
ein Theil dieser Arbeit gewidmet ist. Ferner lassen sich auch die Eigen- 
schaften der durch ein Strahlcnbiiudel in beliebiger Richtung geführten 
Schnitte deshalb einfacher und genauer angeben, weil das der Betrachtung 
zu Grunde gelegte Coordinatensystem den Bedürfnissen einer jeden Special- 
untersuchung mit Leichtigkeit angepasst werden kann. 

Berlin, den 16. Mai 1887. 



§1. 

Analytische Bestimmung der Lage eines beliebigen Nachbarstrahles in Bezug auf den Mittelstrahl 

eines unendlich dünnen Strahlenbündels. 

Ein geradliniges Strahlensystem sei in der Weise gegeben, dass 
seine Strahlen bekannte Functionen zweier unabhängigen Variabein u und 
f> sind. Ein beliebiger Strahl L des Systems, für den fi = w,), c = «?,j sein 
mögen, ist bestimmt, wenn man die rechtwinkligen Coordinaten otojToäo irgend 
eines auf ihm liegenden Punktes, des sogenannten Anfangspunktes, sowie 
die Richtungscosinus ^oT/o^,, derjenigen Winkel, welche derselbe mit den 
drei Coordinatenaxen bildet, als Functionen von Wy und ©o kennt. Ein 
jeder Punkt von L bestimmt sich alsdann eindeutig durch seine Entfernung 
r vom Anfangspunkte, oder seine Abscisse, wenn man die positive und 
negative Richtung auf dem Strahle durch das Vorzeichen von r kenn- 
zeichnet. 

Im Folgenden soll das Strahlenbündel betrachtet werden, welches 
durch die dem Mittelstrahle L unendlich nahen Strahlen gebildet wird. 
Analytisch ist ein jeder Nachbarstrahl / von L durch seine Coordinaten 

also auch durch die ihm entsprechenden Incremente dudv selbst, eindeutig 
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bestimmt. Geometrisch ist der Strahl / gegeben, wenn man einmal die 
Abscisse r seines Abstandspunktes, d. h. desjenigen Punktes auf L kennt, 
in welchem / und L ihre geringste Entfernung n besitzen, ferner die Grösse 
jener unendlich kleinen Strecke n, sowie ihre Richtung, d. h, ihre Rich- 
tungscosinus xlff'y und endlich den unendlich kleinen Winkel rff, welchen 
/ mit L bildet. Es ist leicht, diese sechs Bestimmungsstücke durch die 
dem Nachbarstrahle / entsprechenden Incremente dxdydz, dSdrjd^ auszu- 
drücken. Bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen von höherer 
als der ersten Ordnung ergiebt sich nämlich: 

V dTd^ + dydij-\-(iz(ly 



(1-) 



"; 




di'+rfi^'+rff' 


? 






b) 


ds' - dS'+drj'+di:\ 


4 


ÖJ, 


©2 ©3 


c) 


s = a)i;f + 0)2/.+ 0)3/1 = 


1 

dt 


1 


V Z 




dx dy dz 






ds 


dri d% 


d) 


1 
de 


i ri (^ 


? 










d? dn rfS 











wo ö)iCÖ2Ö>3 Unbestimmte bedeuten und de auch seinem Vorzeichen nach 
durch die Forderung bestimmt ist, dass die Strecke n positiv sein soll. 

Denkt man sich jetzt die Incremente dxdydz, dSdrjdl^ durch die 
partiellen Ableitungen von xyz, I^C nach u und f> und die Differentiale 
dudv ausgedrückt, so erhält man für die vorher angegebenen Bestimmungs- 
stücke die folgenden Ausdrücke: 

edu^+2fdudc+gdv^ 



(2.) 



r = — 



"^ ' Edu'-\-2Fdudv + Gdv'^ 

b) df" = Edti'+2Fdudv+Gdv\ 



0) 



rf) 



8 = 



Jdt 



Edu+ Fdv 



Fdu+Gdv 



dl 
du 



ö>. 






= cDiZ+O^Ä-l-öJjU, 



dt\j 



n = 

Edu-\- Fdv edu-r fdv 
Fdtt+Gdv fdtt+gdv 

wo sich das Sammenzeichen , wie überhaupt stets in dieser Arbeit, auf die 

35* 



-^ig^ (Edu'+2Fdudv + Gdv^) 
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Grössen xt/z, ^rj^ und die Indices 123 bezieht, und die neu auftretenden 
Coefficienten sich in der folgenden Weise durch die partiellen Ableitungen 
der Grössen xyss, §ti^ nach u und v ausdrücken: 



(2-.) 



öl 



-) ^ = ^(*)> 



0) 



_ V ö| öl 



F = 2: 



du dt ' 



öl 



e = 






dx Ö| 



«) <^ = ^(#)' 3 = ^ 



d) ^'^ = 



EG-F" = 



Ott du ' 

gj g| 

ÖB du ' 

Ö« g| 

dx d% 

do dv ' 



f = iCA+A), 



Y gl? ag ag gl? Y 



Aus der letzten Gleichung von (2^) ergiebt sich, dass die Grösse J^ 
nie negativ, dass also J selbst stets reell ist Der besondere Fall, dass 
diese Grösse verschwindet, soll, da er sich durch Grenzbetrachtungen ein- 
fach erledigen lässt, hier unberücksichtigt bleiben. Im Folgenden soll für 

J stets der positive Werth von iEG—F^ gewählt werden; durch diese 
Festsetzung ist dann die positive Richtung auf L eindeutig bestimmt. 

Sind xÄ,a, z' X fi die Richtungscosinus der kürzesten Abstände ti, n' 
irgend zweier Nachbarstrahlen l, l'y denen die Incremente dudv, du'df>' der 
unabhängigen Variablen zukommen, so ist der Sinus desjenigen Winkels 
(titi'), welchen jene beiden Abstände mit einander bilden, eindeutig durch 
die Gleichung: 



8in(7i7i') = 



S 



X 



X 



k fl 

k' u' 



bestimmt, 
formung: 



Aus ihr ergiebt sich durch eine einfache Determinantenum- 



sin(7i7i') = 



<#■') 



(f-o 



<§■") ^f •'■) 



oder mit Benutzung von (2.), c), indem man dort an Stelle der Unbe- 
stimmten cDicDsO^a beziehlich 



Hensel, Theorie der unendlich dünnen Strahlenbündel. 277 

IL ^ 3 ^^ li. _^i. ptp 

du ' du ' du ' de ' dv ' dv' ^^ 

setzt : 

,o N • y f\ ^ dudv'^dvdu' 

(3.) sin(7i:^) = ^ ^^, , 

wenn, wie überhaupt im Folgenden, die zu einem Strahle /' oder /« ge- 
hörigen Bestimmungsstücke in entsprechender Weise bezeichnet werden. 
Man erkennt ohne Rechnung, dass diese Vorzeichenbestimmung mit der in 
(1.), c) und (1.), d) für sin(rf«) = de gegebenen zusammenfällt, wenn man, wie 
dies vorher geschehen ist, als positive Richtung der auf L und / senk- 
rechten Geraden n die von L nach / gehende ansieht. 

§ 2. 

Transformation der Bestimmungsgleicbungen eines Nachbarstrahles. Definition der conjugirten, ver- 
bundenen und entgegengesetzten Nachbarstrahlen und der Strahlenbündel gleicher Neigung. 

Die allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensysteme lässt sich, 
wie jetzt gezeigt werden soll, auf die Untersuchung der beiden binären 
quadratischen Differentialformen zurückführen: 

jcp =. Edu'+2Fdudv+Gde\ 
^ '^ \yj ^ edu'+2fdudf)+ gdv\ 

von denen die erstere nach (2^), d) des vorigen Paragraphen stets eine 
definite ist. Die Untersuchung dieser Formen vereinfacht sich ganz ausser- 
ordentlich, wenn man dieselben simultan in die Summe zweier Quadrate 
transformirt 

Es mögen also p, q zwei neue unendlich kleine Grössen sein, welche 
mit du^ df> durch die Gleichungen: 

du = ctp+ßq^ 



(äu = 



yp + tJq 



zusammenhängen, und welche so gewählt sind, dass die Formen (p und tp 
bezieh iich in 



(3.) *=';^ 



Übergehen. Man sieht leicht, dass eine derartige Transformation stets mög- 
lich ist, und welches die Werthe der Snbstitationscoefficienten und der 
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• 

Grössen itj, ivz sind. Da nämlich die Formenschaar iv(p+ip für ir = ir i 
und IT = Wi eine verschwindende Determinante besitzen muss, so bestimmen 
sich diese Grössen als die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

Ew+e Fw+f 



(4.) 



Fiv+f Gw+g 



= J'(w'-2Hw + K) = 0, 



wo 



rA«^ R= Eg^2Ff +Ge ^ e g-f 

die beiden absoluten Invarianten der Formenschaar wcp+yj sind. Die neuen 
Coordinaten p und q und damit auch die Substitutionscoefficienten in (2.) 
bestimmen sich alsdann durch die aus (3.) folgenden Gleichungen: 

Eine Vergleichung der Determinanten der ursprünglichen und der transfor- 
mirten Form cp liefert den Werth der Substitutionsdeterminante: 

(6.) a$~ßr = 1-, 

woraus auch hervorgeht, dass dieselbe stets endlich und von Null ver- 
schieden ist. 

Aus (4.) folgt, dass m?i und itj stets endliche Grössen sind, da der 
Fall J = ausgeschlossen ist *). Eine einfache Umformung der Discri- 
minante W—K der determinirenden Gleichung (4.) ergiebt aber noch weiter, 
dass M?i und «72 und damit auch die Coefficienten der Substitution (5.) stets 
reellwerthige Functionen von u und v sind. Bezeichnet man nämlich die 
Determinanten: 

eF-^fE, gE-eG, fG-gF 
beziehlich durch 

E, F, G, 

so besteht die identische Gleichung: 

(7.) (3^)'= H^_Ä-= 4^.J.^j,.) |F--J-+(EG-G£)^ 



*) Der Fall J — ist in der erwähnten Kummersdx^n Arbeit vollständig behandel I 
worden (vgl. a.a.O. S. 208), ebenso auch der noch speciellere Fall, dass ausserdem nocÄ 
f^ = f^ ist. In diesem letzten Falle verschwinden alle Coefficienten in der Entwickeluo^ 
der Determinante (4.). 
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woraas sich ergiebt, dass diese Discriminante nie negativ ist, dass also w^ 
und M?2 reale Werthe besitzen. Verseh windet die Discriminante, wird also 
fDj = tt?.^ = a?y, so nimmt diese Bedingung unter Hinzuziehung von (7.^ und 



der identischen Gleichung: 



EG+FF + GE = 



die Form an: 



es muss daher: 



also: 



¥^J'+Y.'G'+Gc'E' = 0, 



0, 



mithin : 



E 


-F- 


G 





e 
E 


f 

F 


9 
G 


— • 




tP„(p+ip 









7^ = -U = '^- = —W 



Ol 



sein. Auch in diesem Falle ist es also möglich, der Bedingung (3.) durch 
eine reale Substitution zu genügen. Es mögen die Wurzeln der Gleichung 
(4.) so bezeichnet angenommen werden, dass 



(8.) W2—W1 .^ 



ist. 



Für die Functionaldeterminante der Formen (p und tp ergiebt sich 
mit Hülfe von (1.), (2.), (3.) die Gleichung: 



(9.) 



Edu-\- Fdv edu+ fdv 
Fdu+Gdf) fdu+gdv 



ad-^ßy 



P ^iP 
q w^p 



= J(w2—w^)pq. 



Es mögen jetzt an Stelle von dudv zwei neue unabhängige Variable 
fx, T eingeführt werden, welche mit jenen durch die Gleichungen: 



(10.) 



Edu'+ 2Fdudv + Gdv^ = p'+ q^ = t, 
\(^Edu+Fdv)(fdu+gdv)-(Fdu+GdvXedu+fdv)\ = {wt-v},)pq = a 



zasammenhängen. Setzt man zur Abkürzung: 

(11-) -7 = (wa-tt,)- ^iq^ = ä, 

80 drücken sich nach (2.) des vorigen Paragraphen die BestimmangsstUcke 
der Nachbarstrahlen in den neuen Coordinaten pq, beziehungsweise axioX- 
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gendermassen aas: 



(12.) 



a) 


r 


b) 


de' 


c) 


n 



_ »,P'+«OW* 

- p'+q* ' 

= P' + 9' = T, 



= a—a 



bj 



(^^0), 



d) ö, = 



2/1 



Sind / und t zwei beliebige Nachbarstrableu, pq^ pq' ibre Coordinaten. 
so erbält mau für deu Sinus des Winkels (jitiT)^ den ibre kürzesten Abstände 
mit einander bilden, aus (3.) § 1 und (6.) den folgenden einfachen Ausdruck: 



(13.) 8in(777iO 



de.de' 



Aus (10.) ergiebt sieb, dass die Grössen a und t flir die Nacbbarstrahlen 
im Allgemeinen uneudlicb kleine Grössen zweiter Ordnung sind. Nimmt 
man diese als gegeben an, so bestimmen sich p und q und damit auch 
du und dv im Allgemeinen mehrdeutig. Man erhält dann und nur dann reale 
Werthe fllr diese Differentiale, wenn die Bedingung: 



(14.) 






erfüllt ist; einem jeden dieser Bedingung gemäss gewählten Wertbepaare 
(a, t) werden im Allgemeinen die Coordinaten (p, q) von vier Nachbar- 
strahlen entsprechen, welche letzteren in der allerengsten Beziehung zii 
einander stehen. Dieselben sollen daher verbundene Strahlen genannt werden- 
Die vier zu verbundenen Strahlen gehörigen Wertbepaare pq lassen sicH 
als die Coordinaten der Durchschnittspunkte eines Kreises und einer Hyperbel 
auffassen, welche durch die Gleichungen: 

p'+g' = ^, '^pg = ^- 

definirt sind. Im engeren Sinne sollen die beiden Strahlen, für welc}^ 
p und q auf einem und demselben Hyperbelbogen liegen, conjugirte, di 
jenigen, deren Coordinaten auf demselben Hyperbeldurchmesser liege 
Diametralstrahlen genannt werden. 

In engem Zusammenhange mit diesen stehen auch diejenigen vi 
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Nachbarstrahlen, welche dem Werthepaare (— a, r) entsprechen, deren 
Coordinaten (p, q) also die Durchschnittspunkte der zu der vorhin er- 
wähnten conjugirten Hyperbel mit demselben Kreise sind. 
Sind a und r so gewählt, dass: 

und bezeichnet man mit (p, q) diejenigen positiven Werthe der Coordinaten, 
welche den Bedingungen: 

(15.) p^+(J^ = T, 2pq^^, P'-^'^O 



^0 



genttgen, so sind die Coordinaten der vier zu (o, t) gehörigen verbundenen 
Strahlen : 

•n 7? M? ^ 

beziehlich gleich: 

(ft g)^ (^5 p)i (-P. -q)i (r-gy -p), 

während die vier dem Werthepaare (— a, t) entsprechenden verbundenen 
Strahlen 

Ä|, ^2, ^1, t^ 

die Coordinaten 

(-9. P)? (-P. 9)? (q, -P)^ (Pf -9) 

haben. Es sind dann z. B. die Strahlen d, I2 conjugirte, d, /{ Diametralstrahlen, 
und es sollen ferner zwei Strahlen, deren Coordinaten sich zu einander 
wie diejenigen von /i und li verhalten, entgegengesetzte Strcihlen genannt 
werden. 



§ 3. 

Die Haupteigenschaften der verbundenen, conjugirten und entgegengesetzten Strahlen. 

Es sollen jetzt die Beziehungen, welche zwischen den acht soeben 
charakterisirten Strahlen bestehen, untersucht werden. 

Seien / und /' zwei beliebige Nachbarstrahlen von L, (a, t), ((t', t') 
die ihnen entsprechenden Werthe der Formen (10.) des vorigen Paragraphen. 
Sind dann r und r' die Abscissen ihrer Abstandspunkte, und ist (nn') der 
Winkel, welchen ihre kürzesten Abstände vom Mittelstrahle n und n' mit 
einander bilden, so ergiebt sich aus (12.) und (13.) des vorigen Para- 
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graphen : 



(1.) 



r—r' = 2^0 






c) cos(nn') = PP'+'ff , 
' ^ ' dt.de ' 



p»,"_p'»g« 



(p'+9*Xp'^+0 



»«r» 



• / »N Pv—ip 



dede' ' 



ä) 



^ = ^'-ö = 2ä..(-^--^) 



Aas diesen allgemeinen Gleichungen kann man die speciellen Be- 
ziehungen zwischen conjugirten, entgegengesetzten und Diametralstrahlen 
leicht ableiten: Seien zunächst li und ^ irgend zwei conjugirte Strahlen, 
(Pf 9) ^^d (Sy P) ihre Coordinaten, wobei der Einfachheit wegen, wie über- 
haupt im Folgenden, angenommen werden soll, dass p, q und o den Be- 
dingungen (15.) des vorigen Paragraphen genügen, so ergiebt sich: 



(2.) 



«) 



»•2— r, = 






6) m\(n^7t^ = 



p'-q' 



p'+q' ' 

COSCTTiTTa) = 







dti = 






2pq _ 
p'+q' ~ 



- J 



n\ 



n 



— -p = (t'— (T = 2aüSin(7i,7ii)8in(7ii7ii), 



d£' dt 



wo 71^ und 712 die zu d gehörigen conjugirten kürzesten Abstände sind; 
aus d) und 6) folgt noch die merkwürdige Relation: 

(3.) Ti—Tx = 2ao8in(7ii7r2). 

Aus der ersten dieser Gleichungen ergiebt sich, dass die Abstands- 
punkte zweier conjugirten Strahlen dann und nur dann zusammenfallen, 
wenn 

ist, und man erkennt leicht, dass für äiese speciellen Werthe je zwei con- 
jugirte Strahlen überhaupt zusammenfallen. 

Aus (12".) des vorigen Paragraphen ergiebt sich flir die Abscisse fo 
dieser Strahlen: 

(4.) r.. = -^-^ = H. 
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Derjenige Punkt des Mittelstrahles, dessen Abscisse ro=^H ist, soll sein 
Mittelpunkt, diejenigen Nachbarstrahlen, welche hier ihren kürzesten Ab- 
stand haben, die Mittelpunktstrahlen des Bündels genannt werden. Für 
jeden Werth von t giebt es dann zwei Paare von diametral entgegen- 
gesetzten Mittelpunktstrahlen l^j H and A^, jl{„ welche beziehlich durch die 
Gleichungen: 

i7 = +a„ und a = — a» 
bestimmt sind. 

Setzt man in (1.) an Stelle von / den Mittelstrahl /;, und für /' jeden 
der beiden conjugirten Strahlen /i, /^, so ergiebt sich zunächst: 

a) fo— fi = 00 '^ ""^ 



(5.) 



p'+q 

b) Bin(.r,7io) = -^J^, 

C) C08(7Ii7l,,) = -^J-; 



1 1 



aus den drei Gleichungen (5.) kann man dann sofort die auch schon von 
Möbius a. a. aufgestellte Gleichung ableiten: 

(6.) r = r„— aoSin(27i7rü)- 

Alle Strahlen, deren Projectionen auf eine zum Mittelstrahl 
senkrechte Ebene parallel sind, haben also einen und denselben 
Abstandspunkt. 
Aus (5.) folgt femer mit Hülfe der analogen Ausdrücke für den 
Strahl h: 

(7.) - sin(7ii7io)4-8in(7i27io) = 0, 

C08(7li7r„) = C08(7r2^(»)' 

Die Formeln (2.) und (7.) lassen die Beziehungen, welche zwischen con- 
jugirten Strahlen bestehen, deutlich erkennen. Dieselben können folgender- 
massen ausgesprochen werden: 

Die Abstandspunkte conjugirter Nachbarstrahlen liegen sym- 
metrisch zum Mittelpunkte, ihre Abstandsrichtung symmetrisch zu 
ihrer Mittelabstandsrichtung. Ihr Abstand vom Mittelstrahle, sowie 
ihre Neigung gegen denselben ist für beide Strahlen gleich. 

36* 
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Im Folgenden sollen deshalb irgend zwei znm Mittelpunkte symme- 
trisch liegende Punkte des Mittelstrahles conjugirte Punkte genannt werden 
Sind lil[ zwei Diametralstrahlen, (p, 9), (—p, —q) ihre Coordinaten, 
so ergeben sich mit Hülfe von (1.) die Sätze: 

Die Abstandspunkte irgend zweier Diametralstrahlen fallen 
zusammen, ihre Abstände sind einander diametral entgegengesetzt, 
ihre Entfernung vom Mittelstrahle, sowie ihre Neigung gegen den- 
selben, sind gleich. 
Für zwei entgegengesetzte Strahlen, deren Coordinaten (p, q) und 
(r-q^p) sind, erhält man endlich die Sätze: 

Die Abstandspunkte zweier entgegengesetzten Strahlen sind 
conjugirte Punkte, ihre Abstandsrichtungen stehen auf einander 
senkrecht 
Besondere Beachtung verdienen diejenigen Nachbarstrahlen, fllr welche 
die Entfernung des Abstandspunktes vom Mittelpunkte ihren grössten, be- 
ziehungsweise kleinsten Werth besitzt: diese Punkte des Mittelstrahles 
sollen die Grenzpunkte des kürzesten Abstandes, die zu ihnen gehörigen 
Strahlen die Grenzstrahlen genannt werden, da sich die Abstandspunkte 
aller Nachbarstrahlen zwischen jenen beiden Punkten befinden müssen. Ans 
(5.) ergiebt sich unmittelbar, dass für einen bestimmten Werth von t die 
Grenzstrahlen die Coordinaten 

(I^T, 0> und (0, fr) 
haben, dass für sie also: 

a = 

ist. Sind W diejenigen unter diesen Strahlen, welchen z. B. der po- 
sitive Werth der Quadratwurzel zukommt, und sind ri, rj ihre Abscissen, 

Tij, 712 ihre Abstandsrichtungen, so folgt aus (2.) und aus (12.) des vori- 
gen Paragraphen: 

(8.) < ra— Ti = 2ao, 

sin(7ri7i2) = -f 1, cos(7ii7i2) = 0. 

Die Grenzpunkte für die kürzesten Abstände sind also die 
Wurzeln der determinirenden Gleichung (4.) § 2; sie liegen daher, 
falls J^>^ ist , stets im Endlichen, und die ihnen entsprechenden 
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Nachbarstrahlen sind einander conjagirt. Die zu den Grenzpnnk- 
ten gehörigen kürzesten Abstände stehen auf einander senkrecht, 

und zwar ist der Winkel (^1^2) = + -2"' 
Nähert sich J^ unbegrenzt dem Werthe Null, so ergiebt sich aus 

No. (4.) des vorigen Paragraphen, dass tOi = r^ und itj = rj alsdann unend- 
lich gross werden, da in diesem Falle: 

EG-F" und Eg-2Ff+Ge 

unendlich klein werden, während eg—f^ im Allgemeinen endlich bleibt. 

Bis jetzt war nur nachgewiesen worden, dass die kürzesten Abstände 
entgegengesetzter Nachbarstrahlen auf einander senkrecht stehen, dagegen 
fehlte noch die Entscheidung der Frage, in welchem Sinne der Abstand 

des ersten Strahls um -^ zu drehen ist, damit er in die Richtung des ent- 
gegengesetzten falle; zur Beantwortung dieser Frage führen die folgenden 
Ueberlegungen : 

Es seien r,, Ts die Abscissen zweier conjugirten Nachbarstrahlen ly und 

l2\ ist femer / ein beliebiger Strahl, r seine Abscisse und sind a^ und o die zu l^ 
und / gehörigen Werthe von — , so ergiebt sich aus (1.) und aus (11.) 
des vorigen Paragraphen durch eine einfache Umformung: 

(9.) {r-r,)(r-T,) = a\^ä\ 

Der Abstandspunkt eines beliebigen Nachbarstrahles / liegt 
also innerhalb oder ausserhalb des durch zwei beliebige conjugirte 
Punkte gebildeten Intervalles, je nachdem der dem Strahle / ent- 
sprechende Coordinatenquotient o seinem absoluten Werthe nach 
kleiner oder grösser ist als der durch k und 4 bestimmte Coor- 
dinatenquotient a^. 

Setzt man in (9.) (71 = 0, also nach (8.) r, = «?!, r2 = i«?2, so erhält 
man die Gleichung, durch welche zwei conjugirte Abscissen mit ihrem 
Coordinatenquotienten verbunden sind: 

(10.) (r-fpO(r-tP2)+a' = 
oder nach (4.) des vorigen Paragraphen: 

(10-.) r'-2Är+ir+o^ = 0. 
Man erkennt hieraus, dass conjugirte Punkte des Mittelstrahles als die con- 
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JQgirten Wurzeln von quadratischen Gleichungen erscheinen, welche für den 

Rationalitätsbereich (H,K^d) irreductibel sind. Femer ergiebt sich, dass 
die Gleichung (10^) flir: 

zwei conjugirte zwischen den beiden Grenzpunkten liegende Punkte defi- 
nirt, während für: 

also für einen rein imaginären Werth von a, durch diese Gleichung zwei 
ausserhalb der Grenzpunkte liegende conjugirte Punkte bestimmt sind. Die- 
jenigen Nachbarstrahlen, deren Abstandspunkte hier liegen, entsprechen com- 
plexen Werthen der Incremente du, dv. Die Untersuchung ihrer Eigen- 
schaften ist nicht ohne Interesse, sie soll aber in dieser Arbeit nicht ge- 
geben werden. 

Aus den Gleichungen (12.), § 2: 

(11.) rf.^ = r, -^ = ä-ä,, ^. = ^2^~, ^^0 

ergiebt sich ferner: Ist ö^ > aj, so ist (p—a^) stets endlich, und das Vor- 
zeichen des Neigungswinkels de ist für alle Nachbarstrahlen dasselbe. Ist 

dagegen ^ ^ a?,, so existiren reale Nachbarstrahlen, welche dem Werthe 

(12.) ä=ä,= A-r^ 

des Quotienten - entsprechen, für welche der kürzeste Abstand Tif, im Ver- 

hältniss zu de = }^r verschwindet. Diejenigen Nachbarstrahlen, deren Coor- 
dinaten der Bedingung (12.) genügen, gehen also sämmtlich durch den 
Mittelstrahl hindurch ; die beiden conjugirten Punkte Ä,, B2 des Mittelstrahles, 
durch welche sie hindurchgehen, werden Brennpunkte desselben genannt. 
Ihre Abscissen Q1Q2 genügen nach (10^) der quadratischen Gleichung: 

(13.) r'-2Hr+K+(^'-)' = 0. 

Alle Nachbarstrahlen, welche durch einen und denselben Brennpunkt, z. B. 
Bi hindurchgehen, liegen in derjenigen durch den Mittelstrahl gelegten Ebene, 
auf welcher die zu Ä, gehörige Abstandsrichtung tt^ senkrecht steht. Die 
den Brennpunkten B1B2 in diesem Sinne zugeordneten Ebenen F1F2, werden 
die beiden Fokalebenen des Bündels genannt. Nach (2.) bestimmt sich der 
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Winkel FjFj, den die beiden Fokal ebenen mit einander bilden, durch die 
Gleichung : 

(14.) cosCF.FO = +-?^^0, 

^« 

und da 7if,7if,,^ also auch F1F2 conjugirte Richtungen haben, so liegen auch 
die Fokalebenen symmetrisch zu der ihnen entsprechenden Mittelabstands- 
richtung. 

Sind nun U irgend zwei entgegengesetzte Nachbarstrahlen, nn' ihre 

Abstände, de de' ihre Neigungswinkel, o und — a die ihnen entsprechenden 
Werthe von — , so folgt aus (9.) und aus (12.), § 2: 

(15.) n.n' = (al—a^)de,de = (r— pi)(r— ()2)rf€.rf€', 

und da dieses Product stets positiv sein soll, so ergeben sich für die Nei- 
gungswinkel de, de' entgegengesetzter Strahlen die folgenden Sätze: 

In Strahl enbttndeln ohne Brennpunkte haben je zwei entgegen- 
gesetzte/ Strahlen gleiche Neigung gegen den Mittelstrahl. In 
Strahlenbündeln, welche reale Brennpunkte besitzen, ist der Nei- 
gungswinkel entgegengesetzter Strahlen gleich oder entgegengesetzt, 
je nachdem ihre Abstandspunkte ausserhalb oder innerhalb der 
beiden Brennpunkte liegen. ' 

Der Sinus der Winkel (nn')^ welchen die Abstandsrichtung der vor- 
hin betrachteten Strahlen /i mit der der ihm entgegengesetzten t^ bildet, be- 
stimmt sich jetzt mit Leichtigkeit auch seinem Vorzeichen nach. Aus (1.) 
und (15.) ergiebt sich nämlich: 

(16.) 8in(^;i') = ^^ = -^(r-pO(r-e,) = ±1, 

je nachdem (r— pi)(r— Pa)^ ist. Man erhält also den Satz: 

Der Winkel, welchen die Abstandsrichtung des soeben be- 
trachteten Strahles mit derjenigen des ihm entgegengesetzten bildet, 

ist gleich ±-0-, je nachdem die Abstandspunkte der Strahlen ausser- 
halb oder innerhalb der beiden Brennpunkte liegen. 
Endlich mögen noch diejenigen Beziehungen untersucht werden, 
welche zwischen den Bestimmungsstücken von drei beliebigen Nachbar- 
strahlen l, h^ I2 bestehen. Nennt man y, y,, ^2 diejenigen Winkel, welche 
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ihre kürzesten Abstände n, n^^ 712 mit ihren conjngirten n\ tiJ, tiJ bilden, 
so folgt ans den drei ans (6.) sich ergebenden Gleichungen: 

r+2aosin y— r„ = 0, 

ri+2au8inyi--rü = 0, 

r2+2(ToSiny2— n, = 
die Identität: 

r siny 1 

(17.) n sinyi 1=0. 

fj sinyj 1 

Durch Entwickelung dieser Determinante erhält man die folgende 
sehr allgemeine Gleichung: 

(18.) r8in(7ii7i2)cos(7ii7i2)+riSin(7i2^)cos(7i2^')+r28in(7i7ii)co8(7i7i:,') = 0. 

Dieselbe lehrt also die Abscisse r eines jeden Nachbarstrahles / 
aus seiner Abstandsrichtung n finden, sobald man zwei beliebige Nachbar- 
strahlen (|, 4 ihrer Lage nach kennt. Zu diesem Zwecke bringt man die 
Gleichung (18.) besser auf die Form: 

(18^) rsin(7ii7i2)cos(7ii7ii) = riSin(7i7i2)co8(7i7i2)— r2sin(7r7ii)co8(7i7i',). 

Sind lik speciell conjugirte Nachbarstrahlen, und setzt man: 

a>i = (Jl7l^)^ Ö>2 = (^^2), 

also 

a>2—cyi = (71^712), 

so erhält man die einfache Relation: 

(19.) rsin(cü2— a>i) = ri8inai2C0SC0i— r2COsa)2siDaii 

oder auch: 

(19^) r(tga>2-tgcüi) = ntgai2-r2tga>i 
und 

(l9^) i=!i- = ^. 

Die Entfernungen eines beliebigen Punktes C von zwei conjugirten Punkten 
A^Ai verhalten sich also wie die Tangenten deijenigen Winkel, welche die 
Abstandsrichtung in C mit denjenigen in Ai und A2 bildet. 

Betrachtet man endlich den ganz speciellen Fall, wo ^ und ^ Grenz- 
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Strahlen sind, so wird: 

nnd man erhält den AimtVtonschen Hauptsatz: 

(20.) r = ricos^co+rjsin^cü. 

Die Gleichung (20.) ist der in (18.) aufgestellten äquivalent, da jene, wenn 
auch auf weniger einfachem Wege, aus dieser abgeleitet werden kann. Für 
viele Anwendungen verdienen aber die zuerst gegebenen Relationen, be- 
sonders die in (19.) und (19".) angeführten, vor der ^anit/tonschen den Vor- 
zug, da in ihnen die Nachbarstrahlen noch den speciellen Bedürfnissen der 
Untersuchung entsprechend gewählt werden können. 

Diejenigen Nachbarstrahlen, für welche t = rf«^ einen bestimmten 
Werth Ti hat, bilden eine unendlich dünne geradlinige Fläche, deren er- 
zengende Geraden sämmtlich eine und dieselbe Neigung gegen den Mittel- 
strahl haben. Diese Fläche umschliesst alle diejenigen Nachbarstrahlen 
und nur die, deren Neigung gegen L eine geringere ist Ein in dieser Weise 
begrenztes Bündel soll ein Strahlenbündel eon constanter Neigung und die 
äusseren Strahlen seine Begrenzungsstrahlen genannt werden ; auf einige 
ihrer Eigenschaften soll im nächsten Paragraphen näher eingegangen werden. 
Für die Begrenzungsstrahlen ist t = Ti, während a alle diejenigen Werthe 
durchläuft, welche der Bedingung: 



genügen. Die Projectiori des kürzesten Abstandes dieser Begrenzungsstrahlen 
auf eine zum Mittelstrahle senkrechte Ebene beschreibt alsdann eine ebene 
Curve, deren Gleichung nach (12^), § 2 die folgende ist: 

(21.) i-^ = -o-a,, a, = ^, 
und hieraus ergiebt sich mit Benutzung von (2''.) 

— -^ = siu(7i7?,)sin(7i7ie,0, 

wo 71- die Abstandsrichtung des Strahles ist, während tt^ und n[ diejenigen 
der beiden Brennstrahlen bezeichnen. Setzt man also die constante unend- 
lich kleine Grösse 2a„rfe gleich o, und nennt die Winkel (titi,,) und (n^n^^ 
beziehungsweise tp und ipt,^ so erhält man die folgende einfache Gleichung 

Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 4. 37 



290 Hensel, Theorie der unendlich dünnen Strahlenbündel. 

jener interessanten Curve: 

(21^) n = a^\n((p—q)f,)&in((p+(pf,). 

Diese Curve ist vom sechsten Grade; sie hat für den Fall, dass 
Brennpunkte existiren, vier Blätter. Sind die Strahlen des Bündels die 
sämmtlichen Normalen eines beliebigen Oberflächenelementes, ein Fall, der 

dann und nur dann eintritt, wenn ae» = ist, so ergiebt sich aus (21.) die 
höchst einfache Gleichung der Projectionscurve: 

(2P.) 71 = acoB2(p. 

In diesem Falle ist dieselbe also ein sogenanntes Vierblatt. 

§4. 

Ueber den Drehungswinkel eines beliebigen Nachbarstrables in Bezug auf den Mittelstrahl. 

Unter dem Drehungswinkel eines Strahles / in Bezug auf den Mittel- 
strahl L für eine Strecke AB versteht man nach Kummer denjenigen Winkel 

(AB) = a^ welchen die in A und B auf L senkrechten durch / hindurch- 
gehenden Geraden mit einander bilden. 

Es sei zunächst A der Abstandspunkt flir /, n sein kürzester Abstand, 
r seine Abscisse. Ist dann B ein beliebiger Punkt des Mittelstrahles mit- 
der Abscisse R, so dass also: 

ist, und bezeichnet man mit q die Länge des in B errichteten und durch 
/ gehenden Lothes, so erhält man bei Vernachlässigung unendlich kleiner 
Grössen höherer Ordnung die beiden Gleichungen: 

^fcosa = Tiy 

^sina = (fi— r)rf€ = Qde 
und hieraus mit Benutzung der Gleichungen (12*".), § 2 und (2*^.), § 3 : 

(1«.) tga= - - -= -^- =-^ ^ -. 

a— (76 a— (76 2aQs\n(nnb)8in(nnf,) 

Zunächst mögen einige aus (1^) fast ohne Rechnung folgende Sätze 
über den Drehungswinkel angegeben werden. Setzt man für R die Abscisse 
des zu A conjugirten Punktes A\ so ergiebt sich aus (1.) vermöge der 
Gleichungen (2.) und (3.) des vorigen Paragraphen: 



(1-) 



(2.) tg(AA') = tg(Fi7i)+tg(F,7i), 
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WO (FiTi), (F271) diejenigen Winkel sind, welche die Fokalebenen mit der 
Abstandsrichtung n des zu untersuchenden Strahles bilden. 

Sind «1 und «2 die Drehungswinkel des Strahles / von seinem Ab- 
standspunkte nach zwei beliebigen Punkten B^^ £29 deren Abscissen r^ und 
r, sein mögen, so folgt aus (1.) 

(3.) Jl^ = !Vi!L^A, 

^ '^ tga, r,-r ft 

wo Qi^ Q2 die Längen der Strecken AB^ und AB^ sind. 

Sind zunächst ß^, 62 conjngirte Punkte, n^ und 712 ihre Abstände, so 
folgt aus (19\), § 3: 

Die Tangenten der Drehungswinkel a^ und «2 vom Abstands- 
punkte A eines beliebigen Strahles bis zu zwei conjugirten Punkten 
Bi , B2 des Mittelstrahles verhalten sich also einmal wie die Tan- 
genten der Winkel, welche die Abstandsrichtung in A mit den con- 
jugirten Abstandsrichtungen in B^ und B2 bildet, und femer wie die 
Entfernungen des Punktes A von B^ und B2. 
Aus (4.) ergiebt sich die der in (19.) des vorigen Paragraphen ge- 
gebenen ganz analoge Gleichung: 

(4".) rsin(a2— «0 = riSina2C0Sai— r2COSa2sinai, 

welche die Abscisse eines beliebigen Strahles aus den Drehungswinkeln 
desselben von seinem Abstandspunkte bis zu irgend zwei gegebenen con- 
jugirten Punkten Bi und B2 berechnen lehrt. 

Sind B1B2 aber keine conjugirten Punkte, so folgt aus (3.): 

... sin(g,-ttj ^ g,-ft 

^ '^ sin(a,+aj) q,+q^ 

Sind ffiB'i die zu B1B2 in Bezug auf den Abstandspunkt A symmetrisch 
liegenden Punkte des Mittelstrahls, so erhält man durch geeignete Inter- 
pretation von (5.) die Gleichungen: 



8in(Ä, B,) sin(Ä, B',) sin(B\B,) »ui(B\B',) 

Für einen jeden Strahl / bleibt demnach das Yerhältniss einer 

beliebigen Strecke B1B2 zum Sinus ihres Drehungswinkels (ßiB^ 
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ungeändert, wenn man hierin für einen ihrer Endpunkte den zu 
ihm in Bezug auf den Abstandspunkt A symmetrisch liegenden 
Punkt setzt. 
Geht man auf dem Mittelstrahle vom Abstandspunkt eines jeden Nach- 
barstrahles / aus um eine solche Strecke q fort, dass der Drehungswinkel 
des Strahles für diese Strecke einen vorgeschriebenen Werth a erhält, so 
bestimmt sich nach (l"*.) p aus tga durch die Gleichung: 

p— atga+a^tga = 
oder nach (2\), § 3 und der Bezeichnung von (17.), § 3 

p— a„tgacosy+tga(Te, = 0. 

Denkt man sich dieselbe Gleichung für drei beliebige Nachbarstrahlen llil^ 
aufgestellt, so ergiebt sich ähnlich wie in (17.), § 3 die Identität: 

p cosy 1 
(7.) pi cos/i 1=0, 

p2 cos^a 1 
und die Entwickelung ergiebt eine der dort unter (18^) angegebenen ganz 
analoge Formel Ist speciell t = 'i der zu /i entgegengesetzte Strahl, also 
02 = — cTi, so erhält man die einfache Relation: 

(8.) pC08(7l,7l2) = PiC08(7l77,)cOS(7i:772) + PiSiu(^^i)8in(7l7l2). 

Wählt man für /i und /[ die beiden entgegengesetzten Mittelabstandsstrahlen, 
so fallen die beiden conjugirten Abstandsrichtungen n^ und 712 zusammen, es 
wird also (71^712) = 0. Setzt man (nn^) = w, so erhält man die der Hamilton- 
sehen (No. 20, § 3) entsprechende Formel: 

(9.) p = picos^ai+pisin^tü, 

aus der sich zugleich ergiebt, dass fOr die entgegengesetzten Mittelabstands- 
strahlen p seinen grössten, beziehungsweise kleinsten Werth erhält. 

§5. 

Untersuchung derjdurch ein unendlich dünnes Strahlenbundel senkrecht zum Mittelstrahl geführten 

ebenen Schnitte. 

Es sei ein beliebiges unendlich dünnes Strahlenbündel S mit dem 
Mittelstrahle^L gegeben. Es möge S durch eine beliebige Ebene G ge- 
schnitten werden; der Schnittpunkt derselben mit dem Mittelstrable soll 



(2.) (^ = 
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die Abscisse R haben. Denkt man sich dann in G ein beliebiges Coordi- 
natensystem gegeben, dessen Anfangspunkt in liegt, und bezeichnet die 
Coordinaten des Schnittpunktes A eines beliebigen Nachbarstrahles / mit G 
für dasselbe durch x und y, so wird man für diese bei Vernachlässigung 
unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung die folgenden Gleichungen er- 
halten : 

r a: = adu-\-bdv^ 

\y = cdu+ddVy 

wo du und dv die dem Strahle / entsprechenden Incremente, ab cd CoefGcienten 
bedeuten, welche allein von der Lage der schneidenden Ebene und dem 
gewählten Coordinatensystem abhängen. Sind P, Q beliebige homogene 
lineare Functionen von duy dv mit nicht verschwindender Determinante, so 
ergeben sich aus (1.) die allgemeineren Gleichungen: 

X = aP+ßQ, 

yP+SQ. 

Verschwindet die Substitutionsdeterminante («(^— /?y) für irgend eine 
Lage der Ebene G, so schneidet dieselbe das Strahlenbündel in einer durch 
gehenden geraden Linie, und dieser Fall kann auch nur unter jener Be- 
dingung eintreten. Denkt man sich das Strahlenbündel durch eine zweite 
beliebige Ebene G„ durchschnitten, welche L in 0« triift, und nennt a^oyo 
die Coordinaten des Schnittpunktes / mit 60 in Bezug auf ein beliebiges 
Coordinatensystem mit dem Anfangspunkte 0„, so wird man ein ähnliches 
Gleichungssystem erhalten: 

(3.) p" = «"''+/^"^^ 
Ist (a„d„—(S„y,!) ^ 0, so giebt es eine Substitution 

l y = Cxo+Dy,, «o^-An 

welche (xy) in (xu^o) überführt Denkt man sich jetzt auf G^ eine unend- 
lich kleine den Punkt Oy umgebende Curve gezogen, welche eine unend- 
lich kleine Fläche Jo einschliesst , und nennt man J den Inhalt der ent- 
sprechenden kleinen Fläche in G^ so folgt, falls die Coordinatenaxen in G 
und 6u denselben Winkel einschliessen, aus (4.) bekanntlich die Gleichung: 
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(5-) f = °f~^^ = AD-BC. 



Sind die Ebenen G und Go einander parallel, und lässt man die umgeben- 
den Curven sich mehr und mehr den Punkten und Oo mit den Abscissen 
R und fi(, nähern, so verhalten sich die Dichtigkeiten D(ß), D(R^i) des 
Strahlenbündels in und 0,, umgekehrt wie die Inhalte J und Jo, und man 
erhält daher aus (5.): 

Es seien nun IJi zwei beliebige aber fest gewählte entgegen- 
gesetzte Strahlen, deren Abstandsrichtungen 7i^n[ die X- und Y-Axe eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems in G bestimmen und die deshalb der 
erste, beziehungsweise zweite Axenstrahl genannt werden sollen. Es sollen 

fifi die (einander conjugirten) Abscissen von lil[ und px, qfi, ti^, cTi, rff^ ihre 

übrigen Bestimmungsstücke sein. Sind dann n, p, q, a, de die entsprechenden 
Grössen für den Strahl l, dessen Durchschnitts-Coordinaten xy in Bezug auf 
dieses Coordinatensystem zu finden sind, so sind nach (1.), § 3 die beiden 
Grössen : 

'rf.sin(..0 = ^^^^, 



(7.) 



deooB(nnO = ^^^^ 



homogene lineare Functionen von p und q mit der Determinante +1 ; die- 
selben können also in (2.) an Stelle von P und Q gesetzt werden. Di^ 
Coefficienten in den dann sich ergebenden Gleichungen: 

X 



(8.) 



. = -^cfos(7?7?,)4- jBsin(7i7ii), 
^ = Ccos(7r7i,)+i5sin(7i7i,) 



de 

bestimmen sich leicht dadurch, dass man den zu untersuchenden Stra. 
/ mit dem ersten, beziehungsweise zweiten Axenstrahle zusammenfall 
lässt. Dadurch ergeben sich für die vier Substitutionscoefficienten mit Hü 
von (12.), § 2 und (1.), § 4 die folgenden Ausdrücke: 

C=(Ä-r,), /> = -(^i4-ä,). 



(10.) 
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Setzt man also den Winkel (nn^)^ welchen die AbBtandsrichtang von / mit 
der Abstandsrichtung des ersten Axenstrahles bildet, gleich (p; so folgt 
ans (8.): 

r^ = (ai-a,)co8y-(Ä~r,)siny, 

1^ = (Ä~r,)coS9)-(ai+a,)8iny, 

und eine kurze Ueberlegung ergiebt, dass diese Gleichungen für die beiden 
möglichen Lagen des zweiten Axenstrahles ihre Geltung behalten. 

Aus diesen sehr allgemeinen Formeln fliessen unmittelbar solche, 
durch die die Coordinaten §i] des Durchschnittspunktes in Bezug auf ein 
schiefwinkliges Coordinatensystem ausgedrückt werden, dessen Axenrich- 
tungen diejenigen irgend zweier conjugirten Abstände n^ und 712 sind. In der 
That ergiebt sich aus der zweiten Gleichung von (9.) sofort: 

^ j m(j^,yrj ^ (fl - r,) COS (tii ti) -(ä-faj sin (tIiTi^). 

Die Determinante der Substitution (9.), deren Verschwinden die nothwendige 
und hinreichende Bedingung für die Existenz von Brennlinien ist, verwandelt 
sich nach (9.), § 3 in: 

(11.) äl-.h]+(R-rO(R-r,) = 'al^äl = +(Ä-p,)(Ä-p,), 

wenn Oj^ der zu a: = Ä gehörige Werth von — ist, während p,p2 die Ab- 
scissen der beiden Brennpunkte bedeuten. 

Die ebenen senkrechten Schnitte eines StrahlenbUndels in den 
Brennpunkten und in diesen allein sind also unendlich kleine auf 
dem Mittelstrahle senkrecht stehende gerade Linien. 
Um die Richtung der beiden Brennlinien festzustellen, nehme man 
in (10.) für die conjugirten Axenrichtungen diejenigen der beiden Fokal- 
ebenen F1F2 an. Dann wird 

und man erhält für einen beliebigen senkrechten Schnitt die einfachen 
Gleichungen : 

f w sin(F,f;) .„ V .„ . 

"^ — dT^ = (Ä~Pi)cos(F27r), 



(12.) 



+V^l-^ = (Ä-P2)cos(F,7i). 



(13.) 
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Sind (ß^^ii^X (^fj^es) ^^^ Durchschnittscoordinaten von / mit den durch den 
ersten, beziehungsweise zweiten Brennpunkt senkrecht zum Mittelstrahl ge- 
legten Ebenen, so folgt aus (12.) und aus (3.), § 3: 

Ip, = 0, 7]^^ = -2aorf6C08(Fi7i), 

1 1^, = — 2aorf6C08(F27l), 7]^^ = 0. 

Die Querschnitte des Bündels in dem ersten, beziehungsweise 
zweiten Brennpunkte sind also unendlich kleine gerade Linien, 
welche in der zweiten, beziehungsweise ersten Fokalebene liegen. 
Aus (20.) ergiebt sich die Gleichung: 

^ '^ Vo, cos(F,Ji) 

Die senkrechten Abstände eines beliebigen Nachbarstrahles / 
von den beiden Brennpunkten verhalten sich also wie die Cosinus 
der Winkel, welche seine Abstandsrichtung mit den beiden ent- 
sprechenden Fokalebenen bildet. 
Femer folgt aus (13.), dass von allen Nachbarstrahlen, deren Neigung 
gegen den Mittelstrahl dieselbe ist, diejenigen den grössten Abstand von 
dem ersten, beziehungsweise zweiten Brennpunkte haben, welche den Brenn- 
strahlen entgegengesetzt sind. Die Länge der beiden Brennlinien eines 
Strahlenbündels gleicher Neigung ist somit gleich: 

und sie werden durch die Brennpunkte halbirt. Die Brennlinien werden 
offenbar dann und nur dann unendlich klein von einer höheren als der 

ersten Ordnung, wenn er,, = ist; wenn also nur einem verschwindenden 

Coordinatenquotienten a^ reale Nachbarstrahlen entsprechen. In diesem 
Falle fallen alle conjugirten Abstandspunkte, also hier auch die Brenn- 
punkte im Mittelpunkte M zusammen. Nimmt man diesen als Anfangs- 
punkt an, so verwandeln sich die Gleichungen (9.) in: 



(15.) 



--.- = — a^cosy — Äsiny, 
- - = Äcosy— d^^siny. 



Alle Nachbarstrahlen, welche dieselbe Neigung äs gegen L haben, liege 
alsdann auf dem einschaligen Kotationsbyperboloid : 
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Ein solches Strahl enbilndel lässt sich somit in eine Schaar von Rotationshyper- 
boloiden zusammenfassen. Hat dasselbe, wie soeben vorausgesetzt wurde, 

reale Brennpunkte, ist also Of, = 0, so bilden alle seine Strahlen eine Schaar 
von Kreiskegeln, deren Gleichung: 

ist. Ein Strahl L, dessen sämmtliche Nachbarstrahlen durch seinen Mittel- 
punkt gehen, wird ein Hauptstrahl genannt. Die Hauptstrahlen sind also 
durch die Gleichungen: 

(16.) cyo = ae, = 
definirt. 

Denkt man sich das Bündel S durch eine zweite der ersten parallele 

Ebene G^ an einer anderen Stelle des Mittelstrahles, deren Abscisse Äu sein 

mag, durchschnitten, und wählt man das Coordinatensystem für G dem für G 

parallel, so sind die Durchschnittscoordinaten x^ffo des Strahles / mit der 

Ebene G^ durch die Gleichungen: 



(17.) 



^^ = ((Ti— (T^)cosy— (/?o— r2)8iny, 
1^ = (ß,)— r,)cosy-(äi+aft)siny 



gegeben. Nach (6.) und (11.) ergiebt sich für das Verhältniss der Dichtig- 
keit des Bündels in den Punkten R und B« die Gleichung: 

nft^ J^^^^ - ^'~< - (^o-g>)C^o-ft) 

Die Dichtigkeiten eines Strahlenbündels an zwei beliebigen 
Stellen des Mittelstrahles verhalten sich also umgekehrt wie die 
Rechtecke aus den Entfernungen jener Punkte von den Brenn- 
punkten. 
Das absolute Dichtigkeitsmass, welches Herr Kummer in seiner Arbeit 
definirt, kann man so auffassen, dass dem zu untersuchenden Bündel ein 
Hauptstrahlenbündel zugeordnet wird, und das kleine Flächenstück E bei R 

mit dem ihm entsprechenden E verglichen wird, welches von dem Haupt- 
strahlenbündel aus einer um seinen Mittelpunkt beschriebenen Einheitskugel 
ausgeschnitten wird. Für dieses Bündel ist dann nach (16.): 

Oo = o^ = ^6 = 0, Ä~ri = Ä— r2 = 1, 
und die Durchschnittscoordinaten a?u j^d des dem Strahle / parallelen Strahles 
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1 mit jener Kugeloberfläche sind daher nach (17.) durch die Gleichungen: 

gegeben, also ergiebt sich für das Dichtigkeitsmass D(R) die Gleichung: 

1 1 ^ 

(19.) D(R) = -^^^ = j^zz^j^JI^ = £ • 



6 ^R 



Da der Anfangspunkt des Mittelstrahles völlig beliebig gewählt worden 
war, so kann die Ebene ö,, unbeschadet der Allgemeinheit der Untersuchung 
als durch diesen Punkt hindurchgehend angenommen werden. Dann ver- 
wandeln sich die Gleichungen (9.) in: 



(20.) 



^ = (cyi-a,)cosy+r2siny. 



1^ = — ficosy- ((Ti+aft)sin<ip. 

Es werde jetzt nach der Grösse des Drehungswinkels ß des Strahles / vom 
Anfangspunkt aus bis zur Ebene G gefragt. 
Es ist: 

(21) tu: 3= y^Q— ^^q = /?( a?oCos <3 P+yo8my) 

xx^+yy^ (xl+yl)—Ii(x,aiu<f'-y^co3(r')' 

Denkt man sich nun mit Hülfe von (20.) cosy und siny durch x^ und y„ 
ausgedrückt, so ergiebt sich zur Bestimmung von -^ eine Gleichung von 
der Form: 

(22.) -^ = Axl+Bx y,+^ ^ ylcos>+ßcosV'sinv^+Csin>, 

wenn 

ir„ = qr^cosi/', yo = q^,^mip 

gesetzt werden, qr,, und ip also die Polarcoordinaten von Xiit/o in der Ebene 
Go sind. Die Coefficienten A^ B^ C hängen in einfacher Weise von der Grösse 
von ß und von der Wahl des Coordinatensystemes ab. Die Formel (22.) 
lehrt also zu einem gegebenen Werthe von ß für einen beliebigen Nach- 
barstrahl / die Abscisse R, d. h. diejenige Länge finden, um welche man 
von dem beliebig gewählten Anfangspunkte aus auf dem Mittelstrahle fort- 
schreiten muss, damit der Drehungswinkel von / in Bezug auf L eine vor- 
geschriebene Grösse ß erhalte. 

Man kann nun, wie gleich näher gezeigt werden soll, für einen 
jeden Werth von ß das Coordinatensystem so wählen, dass der Coefficient B 
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verschwindet Dann werden aber A und C in (22.) dem grössten, beziehungs- 
weise kleinsten Werthe gleich werden, welchen -^ überhaupt annehmen 

kann. Bezeichnet man diese mit -^ und -^, so ergiebt sich die merk- 
würdige von Herrn Kummer schon auf anderem Wege abgeleitete Formel: 

WO ip derjenige Winkel ist, welchen der Radiusvector q^ mit der ent- 
sprechenden Linie qi desjenigen Nachbarstrahles bildet, für welchen R 
gleich Ri ist. 

Zur Bestimmung der Abstandsrichtungen der dem grössten und kleinsten 

Werthe von -^ entsprechenden Nachbarstrahlen führt die Discussion der 

Bedingungsgleichung 5 = 0, welche folgendermassen geschrieben werden 
kann: 

(r2—ri)co^ß+2ai&mß = 0, 

und hieraus folgt mit Hülfe von (2.) und (3.) § 3 : 

ß = (712^1). 
Bezeichnet man also mit tto, tt^ die beiden Mittelabstandsrich- 
tungen, so liegen die Hauptrichtungen tii, 7i[ vom Anfangspunkte 
des Mittel Strahles aus gesehen so, dass: 

(24.) TToTTi = Y = nl^7i[ 

ist. 
In dem speciellen Falle, wo der Drehungswinkel ß gleich einem 
Rechten ist, fallen also die Hauptrichtungeu mit denjenigen der Grenz- 
abstände zusammen; es ist also in (20.) a^^O, fi, rz beziehlich gleich 
Ti, r2 zu setzen. Die dann aus (21.) sich ergebende Gleichung: 

1 _ a^oSiny— ypc osy 

8 I ..» 



Ä asj+y 







verwandelt sich dadurch in: 

(25.) -5- = -^cosV+-^sin^V^. 

Die Richtungen der Anfangspunkte derjenigen Strahlen, denen 
der grösste, beziehungsweise kleinste Werth von -^ zukommt, fallen 

38» 
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al80 in diesem Falle mit den Richtungen der Grenzabstäude zu- 
sammen, und diese Werthe -5- und -^- verhalten sich wie die 

Entfernungen des Anfangspunktes von den Grenzpunkteu, und sie 
haben endlich gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen, je nach- 
dem der Anfangspunkt ausserhalb oder innerhalb der Grenz- 
punkte liegt. 



§6. 

Die Strahlenbündel gleicher Neigung. Die durch ein Bündel geführten schiefen Schnitte. Anwendung 

der allgemeinen Theorie auf die Normalenbündel. 

Denkt man sich ein beliebiges StrahlenbUndel gleicher Neigung in 

dem beliebig gewählten Anfangspunkte des Mittelstrahls senkrecht zu dem 

letzteren durchschnitten und setzt für einen beliebigen Begrenznngsstrahl 
desselben 

^ — Y y«> — y 

d€ ""^^ d6 ' 

so erhält man aus (20.) § 5 durch Auflösung nach cos 97 und sin 9) die 
Gleichung: 

Jeder senkrechte Durchschnitt durch ein StrahlenbUndel glei- 
cher Neigung ist also eine Ellipse. 
Die Hauptaxen dieser Ellipsen fallen dann mit den Coordinatenaxen 
zusammen, wenn der Coefficient des mittleren Gliedes in (1.) verschwindet. 
Nennt man 71 1 und ti, die Richtung der ersten Hauptaxe und die zu ihr 

conjugirte Richtung, so folgt, wenn cr^^O ist, aus dieser Bedingung: 

(2.) tg(n,n,) = J±|itg(7T,7T,.), 
und hieraus ergiebt sich ohne Schwierigkeit: 

^^•>' 8in2C;r.F,) "^ g, ' 

Für einen beliebigen senkrechten Schnitt durch ein Strahlen- 
bUndel gleicher Neigung verhalten sich also die Sinus der doppel- 
ten Winkel, welche eine Hauptaxenrichtung mit den beiden Fokal- 
ebenen bildet, umgekehrt wie die Entferaungen der Schnittpunkte 
von den beiden Brennpunkten. 
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Ist dagegen Of, = 0, ein Fall, welcher dann und nur dann auftritt, wenn 
S ein NormalenbUndel ist, so folgt aus der vorher erwähnten Bedingung: 

ä, --= 0. 

Für die Schnittellipsen eines NormalenbUndels gleicher Nei- 
gung sind also die Hauptaxenrichtuugen stets dieselben, nämlich 
diejenigen der Abstände in den beiden Grenzpunkten. 
Denkt man sich die Gleichung (1.) bereits auf ihre Normalform ge- 
bracht, so verhalten sich die Hauptaxenquadrate wie rl zu rj. 

Die Hauptaxen der Ellipse, welche durch einen senkrecht zum 
Mittelstrahle geführten Schnitt durch ein Strahlenbündel gleicher 
Neigung erhalten wird, verhalten sich also wie die Abstände des 
Durchschnittspunktes von denjenigen beiden conjugirten Punkten, 
deren eine Abstaudsrichtung einer Hauptaxenrichtung parallel ist. 
Es werde das Strahlenbündel S an einer und derselben Stelle des 
Mittelstrahles durch zwei Ebenen G und & einmal senkrecht zu demselben, 
das andere Mal unter einem beliebigen aber endlichen Winkel durch- 
schnitten, und es seien A und A die Schnittpunkte eines beliebigen 
Nachbarstrahles / mit G und G\ Errichtet man dann in A auf G ein Loth, 

welches G' in A schneidet, so wird die Strecke ÄA unendlich klein von 
einer höheren als der ersten Ordnung sein, da sie in dem unendlich kleinen 

Dreieck AÄA dem unendlich kleinen Winkel AAA=id6 gegenüberliegt. 

Da aber in der ganzen Theorie der Strahlenbündel, wie sie hier gegeben 

wurde, unendlich kleine Grössen von höherer als der ersten Ordnung nicht 

berücksichtigt werden, so erhält man den Satz: 

Denkt man sich ein beliebig begrenztes Strahlenbündel durch 
zwei durch denselben Punkt des Mittelstrahles gehende Ebenen 
G und G' einmal senkrecht zum Mittelstrahl, das andere Mal unter 
beliebigem Winkel mit demselben durchschnitten, so fällt die 
zweite Durchsehnittsfigur mit derjenigen zusammen, welche eine 
auf der Grenzcurve der ersten Figur parallel zum Mittelstrahle 
fortgeführte Gerade aus der Ebene G' ausschneidet 
Wendet man diesen Satz auf die schiefen Schnitte in einem der 

beiden Brennpunkte an, so ergiebt sich: 

Eine jede durch den ersten (zweiten) Brennpunkt eines be- 
liebigen Strahlensystems gehende und in der zweiten (ersten) Fokal- 
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4*1h!Im^ lie(;eti(le unendlich kleine Gerade ist eine Brennlinie des 

HtrulilcnHystemcH, und diese sind die einzigen Brennlinieu, welche 

(*in Htrahlcnbllndel hat 

Durch (licHc Uchcrlegungen erledigen sich in einfachster Weise die 

Mlfiwllfidc, wdi'.hc in neuester Zeit gegen die Kummer&che Theorie gemacht 

worden sind, und welche für den Fall eines NormalenbUndels von Herrn 

Weingarten {WA. 98 dieses Journals) bereits auf anderem Wege widerlegt 

worden sind. Der letzte Satz ist a. a. 0. allgemein ausgesprochen und für 

den Füll eines Normalenbündels bewiesen. 

Als Abschluss dieser Arbeit sollen noch einige Sätze über die Nor- 
malen eines Oberflächenelementes angegeben werden, welche sich aus den 
bis jetzt gefundenen Resultaten durch Specialisirung ableiten lassen und die 
sich in der /Tf/mmerscheu Theorie noch nicht finden. 

Wie a. a. O. bewiesen wird, ist die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass ein Strahlenbündel das System der Normalen eines 
Oberflächenelementes ist, die, dass nach der hier gegebenen Bezeichnungs- 
weise Of, gleich Null ist, dass also die Brennpunkte mit den Grenzpunkten 
zusammenfallen und die Fokalebenen auf einander senkrecht stehen. Setzt 
man zunächst in der Gleichung (15.) § 3 a^ = 0, so lässt sich ihr Inhalt 
folgendermassen aussprechen : 

In jedem Normalenbündel haben entgegengesetzte Normalen 
entgegengesetzte Neigung gegen die Mittelnormale. 
Für das durch den Anfangspunkt der Mittelnormale hindurchgehende, 
zu dem Bündel gehörige Flächenelement du) sind die Grenz- oder Brenn- 
punktsabscissen die Hauptkrümmungsradien, die Fokalebenen die auf ein- 
ander senkrecht stehenden Hauptnormalenebenen, und die über die Abstands- 
richtungen verbundener und entgegengesetzter Strahlen gefundenen Sätze 
lassen sich hier folgendermassen aussprechen: 

Durch einen beliebigen, innerhalb der HauptkrUmmungsmittel- 
punkte liegenden Punkt der Mittelnormale sind stets vier kürzeste 
Abstandsrichtungen von Nachbarnormalen bestimmt, welche sym- 
metrisch zu den Hauptnormalenebenen liegen. Die zu zwei con- 
jugirten Punkten der Mittelnormale gehörigen acht Abstandsrich- 
tungen liegen symmetrisch zu denjenigen Ebenen, welche die von 
den Hauptnormalenebenen gebildeten Winkel halbiren. 
Denkt man sich ein beliebiges Normalenbündel senkrecht zur Mittel- 




Hensel, Theorie der unendlich dünnen Strahlenbündel 303 

normale durch eine Ebene G geschnitten, und wählt man als Axenrich- 
tungen innerhalb G die der Hauptnormalenebenen, so ist in den die Durch- 
schnittscoordinaten xy eines Nachbarstrahles / mit G bestimmenden Gleichungen 

(9.) des §5 (Ti = (Tft = zusetzen; hierdurch nehmen dieselben die einfache 
Gestalt an: 

X 



(^0 



de = (Ä~ei)8in<p, 
^ = (Ä— p,)cosy. 



di 

Aus diesen Gleichungen folgt sofort der allgemeine von Herrn Kummer 
a. a. 0. § 9 bewiesene Satz. Bezeichnet man femer mit x^^, y^^ die senk- 
rechten Abstände der Nachbarnormale / von den beiden Krttmmungsmittel- 
punkten, so folgt aus (4.) 

(5-) ^ = tg</'. 

Das Verhältniss dieser beiden Abstände ist also gleich der Tangente des- 
jenigen Winkels, welchen die zu / gehörige Abstandsrichtung mit der ersten 
Hauptnormalenebene bildet. 

Endlich ergiebt sich aus dieser Gleichung die folgende: 



c«-) («^)'+( «^y = * • 



Diejenigen Nachbarnormalen, welche mit der Mittelnormale denselben Win- 
kel de bilden, sind also die Erzeugenden einer geradlinigen Fläche, welche 
von jeder senkrecht zur Mittelnormale liegenden Ebene in Ellipsen ge- 
schnitten werden. Die Hauptaxen der Ellipsen liegen stets in den beiden 
Hauptnormalenebenen, und sie verhalten sich zu einander wie die Entfernun- 
gen des Schnittpunktes von den beiden Hauptkriimmuugsmittelpunkten. 

Berlin, im Mai 1887. 



304 



Zur Theorie der Abehchen Functionen von vier 

Variabein. 

(Von Herrn F. SchoUky in Zürich.) 



Erster Absclmitt. 

Allgemeine Grundlagen der Untersnchong. 

§1. 

rUr die vorliegenden Betrachtungen ist es von Vortheil, Bezeich- 
nungen einzufuhren, welche gestatten, an Stelle einzelner Gleichungen ganze 
Gruppen solcher gemeinsam aufzufassen, sodass jede beliebige unter ihnen 
zugleich das ganze System repräsentirt. Die Möglichkeit hierzu ist durch 
die Theorie der Charakteristiken gegeben, namentlich durch einen von 
Herrn Frobenius bewiesenen Satz, den wir wegen seiner grossen Bedeutung 
für die hier behandelten Fragen noch besonders erörtern wollen. Die An- 
gabe der Charakteristik werden wir indes zur Bezeichnung der Functionen 
und der halben Perioden nicht verwenden, sondern in möglichst allgemeiner 
Weise Indices einführen. Diese können beliebig combinirt werden; die 
Reihenfolge der Elemente ist gleichgültig, und zwei gleiche Elemente heben 
sich gegenseitig auf. Es ist ferner nöthig, für Functionen und Perioden 
verschiedene Indices zu wählen, wenn man nicht eine der betrachteten 
Functionen vor den übrigen bevorzugen will. Aber es besteht doch eine 
Beziehung zwischen dem System der Functionen und dem der halben 
Perioden, die sich auch in der Bezeichnung aussprechen muss. Wir werden, 
wenn wir die Indices verschiedener Functionen combiniren, diese Combination 
nur dann zur Bezeichnung einer neuen Function anwenden, wenn ihre Ord- 
nung, d.h. die Anzahl der Elemente, eine ungerade Zahl ist; im anderen 
Fall ist sie der Index einer halben Periode. — 

Wir verstehen, indem wir der Weierstrass^^chtn Definition folgen, 
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anter 

0(fii, ... u^; fx, v) 

die von p Argumenten «i, ... u^ und 2p Parametern (.u^, ... ^^, Vj, ... v^) = (ji^ v) 
abhängige Function 
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wo G einen homogenen quadratischen Ausdruck der 2p Grössen u und n+v 
bedeutet. Man bekommt alle geraden und ungeraden Functionen des Systems, 
indem man den 2p Parametern ^, v, welche die Charakteristik einer jeden 
Function bilden, solche Werthe beilegt, welche die Hälften ganzer Zahlen 
sind : 

und zwar genügt es, für jedes e die Werthe oder 1, für jedes <T die 
Werthe oder —1 anzunehmen. Man könnte auch jedes d als oder 
+1 wählen; die Bezeichnung bliebe aber dann nicht ganz in Ueberein- 
stimmung mit der für elliptische Theta geltenden. 

Dadurch ist ein System von 4^ Functionen definirt, die zum Theil 
gerade, zum Theil ungerade sind, und die bei der Vermehrung der Argu- 
mente um bestimmte Grössensysteme, die Perioden, sich nur um Exponen- 
tialfactoren ändern. Der Quotient zweier Theta ändert dabei nur sein 
Zeichen. Das Quadrat desselben bleibt also ungeändert, und ist demnach 
eine ^6ß/sche Function. Wir denken uns die 4^ Theta durch Indices, wie 
ky (, m etc. unterschieden. Wenn Oj,, 0,, 0„, irgend drei Functionen des 
Systems sind, so existirt in demselben auch eine ganz bestimmte, O^j sodass 
der Quotient 

eine ^6ß/sche Function ist. Wir setzen dann n =^ klm, bezeichnen also 
diese vierte Function als ©«m^ wobei offenbar in der Combination klm die 
Elemente vertauscht werden dürfen. Ist ä = /, so ist klm = m. 

Die eben definirte -^6cteche Function kann entweder eine gerade 
oder eine ungerade sein. Im ersten Falle nennen wir die drei Functionen 
0jt, 0(, 0«, einer von Herrn Frobenius eingeführten Bezeichnung entsprechend, 
syzygetisch, im andern azygetisch. 

Ebenso kann man, wenn fünf Functionen 

0*, 0/, 0., 0n, 0, 

Journal für Mathematik Bd. CIL Heft 4. 39 
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gegeben sind, unter Okimnp dasjenige 0^ verstehen, woftir 

&k&lOru 
0n0p0r 

eine AbeUche Function ist, u. s. f. Jeder Combination ungerader Ord- 
nung von Thetaindices entspricht auf diese Weise immer wieder ein be- 
stimmtes 0. 

Wir denken uns zweitens ein vollständiges System von 4" unter 
einander incongruenten halben Perioden aufgestellt und diese ebenfalls durch 
Indices K, L, M etc. unterschieden. Zu diesen gehört auch das Werth- 
system (0, 0, . . . 0), das als halbe Periode bezeichnet werden mag. 

Sind K^ L die Indices zweier halben Perioden, so bezeichnen wir 
mit KL diejenige halbe Periode, welche der Summe beider congruent 
ist. Ferner: ist m der Index einer Thetafunction , K der einer halben 
Periode, so bezeichnen wir mit mK oder Km diejenige unter den 4^' Theta- 
functionen, welche aus 0,„ hervorgeht durch Vermehrung der Argumente 
um die halbe Periode K, Endlich, wenn k, l zwei Thetaindices sind, so 
bezeichnet kl diejenige halbe Periode K, welche 0,, in 0, und gleichzeitig 
0; in 0k überführt. — Es können hiernach die Indices der Perioden und 
Functionen beliebig combinirt werden, jede solche Combination bezeichnet 
immer entweder eine Function oder eine halbe Periode. Eine Vertauschung 
der Elemente und die Fortlassung zweier gleichen ist immer erlaubt. — 
Sehr häufig werden wir die Perioden durch Combinatiouen von Thetaindices 
bestimmen. Diese sind dann immer von gerader Ordnung, während eine 
Thetafunction nie in dieser Weise bezeichnet werden kann, wenn man nicht 
ein besonderes Element fortlässt. 

Führt man in der Abehchen Function 

an Stelle von / und m die Periodenindices ln = Ly mn^M ein, so kann 
man sie jetzt auch in dieser Form schreiben: 

0nL0nM _ ^^ 
0n0nLM ~" * 

Nimmt man anstatt 0„ irgend eine andere Function 0^ und bezeichnet 
den entsprechenden Ausdruck 

%^^ mit W, 
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80 geht ^ aas ^ hervor, indem man die Argumente um die halbe Periode 
Bf vermehrt: 

wo c eine Constante bedeutet. Hieraas folgt, dass entweder beide FQdc- 
tionen ^ und T gerade oder beide ungerade sind. Denn ist 

^>(-M,,... -K^) = t*(tt„...«^), 

so ist 

«¥*'(— B|,... — w„) = e0(w, — tu,, ... M„ — (ü„) 

= (*((I,4-1U,, ... ö^+tUp), 

und daher auch: 

¥'(-«,,...-»/„) = £¥'(«,,... «,). 
Es hängt daher nur von den beiden Perioden L, M nud nicht voi) n ab, 
ob die drei Functionen 0„ 0,£, 0,^ syzygetisch sind oder nicht. Wenn 
wir demnach den Begriff auf die halben Perioden übertragen, so müaeeii 
wir im ersten Fall die iwei halben Perioden L, M syzygetisch, im andern 
azygetisch nennen. 

Der Hauptsatz, bekannt ans der Theorie der Charakteristiken, ist 
nun: Verhalten sich K, L gleichartig zu einer dritten halben Periode M, 
d. h. sind beide syzygetisch oder beide azygetisch zn M, so ist KL syzy- 
getisch zu M, im andern Falle azygetisch. — Der Satz ergiebt sich übrigens ' 
leicht aus den gegebenen Definitionen, wenn man die AbeUchen Functionen 

0.0-A-M ' Q.e.LU 

bildet und in dem Quotienten beider nK durch r ersetzt: 

* " Qr&rKLU ' 

Ist K eine von verschiedene halbe Periode, so bilden (0, K) eine 
Ornppe erster Stufe. Ist L verschieden von und K, so ist (0, K, L, KL) 
eine Gruppe zweiter Stufe. Ebenso wird, wenn M von diesen vier halben 
Perioden verschieden ist, durch die acht: (0, K, L, M, KL, KM, LM, KLM) 
eine Gruppe dritter Stufe gebildet, n. s. f. Jede Gruppe f ter Stufe besteht 
aus 2' halben Perioden und kann durch v derselben repräaentirt werden, 
ans denen sich die übrigen zusammensetzen lassen. Wir nennen eine solche 
Gruppe syzygetisch, wenn je zwei derselben angehörige Perioden syzygetisch 

39» 
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sind. Dazu genügt es nach dem Vorangehenden schon, wenn die Reprä- 
sentanten zu einander syzygetisch sind. Eine Gruppe erster Stufe muss 
nothwendig immer als syzygetische betrachtet werden. Es lassen sich auch 
solche syzygetischen Gruppen aufstellen von der zweiten, dritten etc. bis 
zur pten, aber nicht von höherer Stufe. 

§2. 

Die folgende Untersuchung hat den Zweck, ein Symbol einzuführen, 
vermöge dessen bei der Aufstellung der algebraischen Gleichungen der 
Begriff der Charakteristik entbehrlich wird. Wenn man ein Fundamental- 
system von 2p Perioden in der bekannten Art so definirt, wie es der analy- 
tischen Darstellung der Functionen unmittelbar entspricht, so gehört nicht 
nur zu jeder Function, sondern auch zu jeder halben Periode eine bestimmte 
Charakteristik (^^, ^c), und es bestehen die Congruenzen 

n r a ra r a 

(1.) ^^ = ^^ + ^^, €^ = €^ + €^ (mod. 2) (a = l,2. ...e)j 

gleichviel ob r, s Indices von Functionen oder halben Perioden bedeuten. 
Man kann über die Charakteristiken der halben Perioden dieselbe Voraus- 
setzung machen, wie über die der Functionen: dass jedes 6 = oder 1, 
jedes (J = oder —1 ist. Dann lassen sich die Congruenzen (1.) durch 
Gleichheiten ersetzen. Wenn nämlich «, e', e" drei Grössen bedeuten, deren 
jede oder 1 ist, und zugleich e+e'^e" (mod. 2) ist, so kann e+e'—e" 
nur oder 2 sein, und zwar letzteres nur dann, wenn e und e, also auch 
€t' = 1 ist. Deswegen ist in jedem Falle s+s'—e" = 2€€. Daraus folgte 

(2.) ^L = e,+k-2eaL ^i== ^a+i+2^aL 
Wenn nun in der Function 0,„ die Argumente vermehrt werden uul 
die Periode K, so geht 0,„ über in 0„,k9 multiplicirt mit zwei Factoren^ 
Der eine, E,^, ist eine Exponential grosse, die ausser von den Argumenten — -^ 
nur abhängt von der Periode K und deshalb bei der Division fortföllt. Dei 
andere ist eine Potenz von i, deren Exponent von K und m abhängt un( 
durch folgenden Ausdruck gegeben ist: 

g K m mK in K niK 

(3.) (K;m) = 2\-sJ^+e,(d^+d-d:)\. 
Deswegen geht durch Vermehrung der Argumente um die halbe Periode 
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über, wo H den Ausdruck bedeutet: 

(5.) H = (K; nL)+(K; nM)^(K; n)-(K; nLM). 

Diesen haben wir zu vereinfachen; wir können aber, den Gleichungen (2.) 
zufolge, schon in der definirenden Formel (3.): 

m K inK m K 

Sa+^a-^a durch ^2dJ, 

ersetzen. Dadurch erhalten wir für H einen Summenausdruck, dessen Glie- 



K 



der theil weise mit f«, theil weise mit 23^ multiplicirt sind: 



e ^ 



und zwar ist 

(7.) 

(8.) 
Nan ist nach (3.): 



(6.) H = j;i6„F„+2J„Gj, 



nL nM n nLM 

nL nLK nM nMK n nK nLM nKLM 
Ga ^ Sa f« -^a «« ^-Sa^a^ ^a «a • 



nL 



L 



n L 



nM n M n M 

9a = 9a+9a+2dJ,, 
\LM n LM n LM 

^a = ^a+^a+23a^a' 



Folglich: 



Da aber auch 



/, 



M LM 



ist, SO ist 



(9.) 



F„ = (-(Ja-ty„+<y«)(l+2<y„). 



LM L M L M 

Fa = -2J„i(l+2(J«) = 2iX (mod. 4). 



In dem zweiten Ausdrucke ö«, der mit 2 multiplicirt ist und deshalb nur 
modulo 2 zu betrachten ist, können wir die Grössen 

nL nLK 

^a, «a etc. 

durch die ihnen modulo 2 congruenten Werthe 

n L nLK 

^a+^«, ««+fa+f« etc. 

ersetzen. So ergiebt sich nach leichter Rechnung: 

L M M L 

(10.) G^ = ej^-j- ej,; 
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daher: 

(11.) ^=2il.«J.J,+ UaS.+^a^a^at (iDOd. 4). 

o=l 

Wir setzen nun 

(12.) i" = (-ir = (K, L, M). 

Aus dieser Definition geht hervor: Das Zeichen (K, L, M) ist erstens sym- 
metrisch in Bezug auf alle drei Perioden: 

(13.) (K, 4 M) = iL, K,M) = (K, M, L) etc. 

(Wo es nur auf die Symbole ankommt und deswegen kein Missverständniss 
entstehen kann, sagen wir hier und im Folgenden kurz „Periode" anstatt 
„halber Periode".) Zweitens ist ^H linear homogen in Bezug auf jede der 
drei Charakteristiken. Aus den Congruenzen (1.) folgt deshalb: 

(14.) (/T, 4 MXK, L, N) = (K, L, MN). 

Ausserdem ist noch eine dritte Eigenschaft von Wichtigkeit. Nehmen 
wir L = M an, so wird 

äX = (h = k (mod.2); 
deswegen reducirt sich in dem Ausdruck 

K L M L AI K M K L 
K L 

das erste Glied auf f^J«, und die beiden folgenden werden einander gleich. 
Somit erhalten wir in diesem Falle einfacher: 

K L 

(K, L, L) - (-1)-^C*«^A 
Daher : 

KL L K 

{K, L, L){L, K, K) = {K, L, KL) = (_i)-^X*a<J«+*a(Ja)^ 

Nun sind aber bekanntlich zwei Perioden K, L syzygetisch oder azygetisch, 
je nachdem die Summe 

Q K L L K 

eine gerade oder ungerade Zahl ist. Daher ist 

(A, L, KL) 

im ersteren Falle +1, im zweiten —1. Für die Anwendung des Zeichens 
können wir hiernach folgenden Satz zu Grunde legen: 
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Durch Hinzufügung der hctlben Periode K zu den Argumenten geht 

über. (Ä, L, M) bedeutet ein Vorzeichen, das nicht f>on n, sondern nur von 
den drei Periodenindices K, L, M abhängt, und dessen Eigenschaften fol- 
gende sind: 

Erstens ist es symmetrisch in Bezug auf alle drei Perioden; zweitens , 
wenn N irgend eine vierte Periode bezeichnet, so ist: 

(K, L, M){K, L, N) = (K, L, MN); 
drittens ist 

{L,M,LM) = +1 oder -1, 

je nachdem L, M syzygetische oder azygetische Perioden sind. 

§3. 

Wir werden hier wenig mit diesem allgemeinen Zeichen zu operiren 
haben, sondern dafür speciellere, nur von zwei oder einer Periode abhängige 
einführen, deren Eigenschaften einfacher sind. Wir wollen nämlich weniger 
die Beziehungen zwischen den Thetafunctionen selbst, als zwischen ge- 
wissen Producten derselben ins Auge fassen, die freilich auch als Theta- 
relationen betrachtet werden können. 

Wir nehmen eine von verschiedene halbe Periode K willkürlich, 
aber fest an und bilden die Producte: 

= P 

Diese nennen wir Functionen erster Stufe mit der Periodengruppe (0, Ä") 
als Basis. Ist 

(0, K, L, KL) oder \K, L\ 

eine Gruppe zweiter Stufe, so bezeichnen wir die Producte von vier Theta- 
functionen : 

als Functionen zweiter Stufe mit der Basis \K,L\. Functionen dritter Stufe 
endlich sind Producte von acht Thetafunctionen: 

^a ^aK ^aL ^aM ^aKL • • • ^aKLM = "a^ 

denen eine Gruppe dritter Stufe \K, L, M\ zu Grunde liegt. Die Basis, 
also eine bestimmte Periodengruppe, wird bei jeder Betrachtung als fest 
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aDgenommen. Die Theta selbst können als Functionen der Stufe an- 
gesehen werden. 

Die Werthe, welche die Functionen 

Pa, Qa, Ra CtC. UUd 0« 

annehmen, wenn die Argumente = gesetzt werden, bezeichnen wir mit 

Pay qay T^ CtC. UUd C^ 

und nennen sie Constanten der ersten, zweiten, dritten Stufe etc. oder der 
Stufe 0. Sie können offenbar nur dann von verschiedene Werthe haben, 
wenn sämmtliche Thetafunctionen, die als Factoren auftreten, gerade sind. 
Damit hängt eine Beschränkung zusammen. Wir betrachten nur solche 
Producte, deren Factoren sämmtlich ungerade oder sämmtlich gerade Func- 
tionen sind, und nennen die Producte ungerader 0: Functionen erster Art, 
die aus geraden gebildeten: Functionen zweiter Art Damit wird zugleich 
die Periodengruppe, welche als Basis dient, einer Beschränkung unter- 
worfen, im Falle sie von höherer als der ersten Stufe ist; denn sind 0«, 
^aKf ^aLf ^oKL vlcr gleichartige Functionen, so lässt sich aus ihnen eine 
gerade -4feefeche bilden; die Perioden K, L müssen also syzygetisch sein. 
Folglich muss in jedem Falle die Gruppe, welche die Basis bildet, eine 
Gö;?efeche oder syzygetische sein. — Die nächsten Sätze sind übrigens 
von dieser Voraussetzung unabhängig. 

Der Quotient zweier Functionen erster Stufe 

ist eine -46efeche Function, welche bei der Vermehrung der Argumente um 
eine beliebige halbe Periode L in 

Übergeht. Das Vorzeichen ist hier, wenn wir ab = M, oder, was dasselbe 
ist, a = bM setzen: 

und da wir die Periode K als fest betrachten, so können wir dafür ei 
besonderes Zeichen: 

(1.) (JL, M, MK) = {L\M) 
einführen. Aus dieser Definition und den Eigenschaften des allgemeineE'^- 
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Zeichens ergeben sich folgende Eigenschaften dieses specielleren: 

(2.) (L\N)<:M\N) = (lifiiV), 
(3.) (L\MXL\N) = (L\MN), 
(4.) (L\MXM\L) = (L, M,;LM). 

Die erste Eigenschaft folgt nnmittelbar aus der zweiten des allgemeinen 
Zeichens; die zweite und dritte bedürfen eines kurzen Beweises. Es ist 

{L\MN) = (4 MN, MNK). 

Dies lässt sich zerlegen in die sechs Factoren: 

(4 M, M){L, M, NXL, M, K)(L, N, M)(L, N, iV)(4 N, K). 

Der zweite und vierte Factor sind einander gleich, wegen der Symmetrie 
des Zeichens, sie ergänzen sich also zu +1; der erste und dritte ergänzen 
sich zu: 

(4 M, MK) = (Ljif), 
der fünfte und sechste zu: 

(L, iV, NK) = (IliV); 
also ist: 

{L\MN) = (L\M){L\N). 
Ferner ist 

(Ililf) = {L, M, M)(L, M, K), 

{M\ L) = (if, L, LXM, L, K\ 
folglich : 

(L\M){M\L) = (4 M, M)(L, M, L) = (4 M, LM)] 

d. h. es ist : 

(L\MXtr\L) = +1 oder -1, 

je nachdem die Perioden L, M syzygetisch oder azygetisch sind. Damit 
sind die wesentlichen Eigenschaften dieses Zeichens festgestellt; es tritt 
auf als (Jj\ab) bei dem üebergange von 

^- in (L\ab) ^"^ 



Für die Beziehungen zwischen den Functionen Q ist es noch vor- 
theilhaft, ein Zeichen 

(M, MK, ML) = {M) 

einzuführen, bei welchem K und L als feste Perioden angesehen werden. 
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Man kann dieses Zeichen auf das vorige zurückführen, indem man 

(i»f) = (LM\M) 
setzt. Daraus folgt dann: 

(MN)(MXN) = (iLMN\MN)(LM\MXLN\N), 

oder, nach leichter Reduction: 

(ÄfiV)0»/)(iV) = (M\N)(N\M). 
Demnach ist 

(MN)(MXN) = +1 oder -1, 

je nachdem die Perioden M, N syzygetisch sind oder nicht. 



§4. 

4? -4- 2? 

Bekanntlich existiren in dem System der 4^ Functionen — ~ — 

4« 2? 

gerade und —^ — ungerade, und es lassen sich diese nach folgendem 

Princip in q+1 Gruppen zusammenfassen, deren jede nur Thetafunctionen 
der gleichen Art enthält. Man kann, und zwar auf mannichfache Art, eine 
Reihe von 2()+l Functionen bilden 

welche gleichartig, d. h. sämmtlich gerade oder sämmtlich ungerade und 
zu je dreien azygetisch sind. Eine solche Reihe wollen wir eine Haupt- 
reihe nennen. Die Grössen einer solchen Hauptreihe sind insofern unab- 
hängig, als keine durch eine Combination der übrigen Indices bezeichnet 
werden kann; oder, was dasselbe ist, es lässt sich aus ihnen keine Abekehe 
Function bilden, die nicht ein Quadrat ist. Daraus folgt aber, dass 
alle übrigen Functionen durch die ungeraden Combinationen der Indices 
1, 2, ... 2p+l bezeichnet werden können, und ebenso sind zugleich alle 
halben Perioden eindeutig bestimmt durch die Combinationen gerader Ord- 
nung derselben Elemente. Aus der Definition der Hauptreihe folgt sofort, 
dass alle durch drei primitive Indices bezeichneten Functionen ebenfalls 
unter einander gleichartig, aber von entgegengesetzter Art sind zu denen 
der Hauptreihe. Den Combinationen fünfter Ordnung entsprechen dann 
wieder Functionen derselben Art, wie ©i, 02 etc. Nimmt man hinzu, dass 
die Anzahl der geraden Functionen grösser ist, als die der ungeraden, so 
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ergiebt sich: eine Function ©„ ist gerade, wenn die Ordnung der Com- 
bination a^ q oder p+1 (mod. 4) ist, ungerade im entgegengesetzten Falle. 

Von diesem Satz hat Herr Frobenius in der Abhandlung: „Ueber 
Gruppen von Thetacharakteristiken^^ *) eine Verallgemeinerung aufgestellt, 
die in Folgendem besteht 

Es sei gegeben eine syzygetische Periodengruppe rter Stufe 

0, K^ L etc.; 

femer sei 0« irgend eine Thetafunction. Man bilde alsdann die Reihe der 
2' Functionen 

Ist 0f, in dieser Reihe nicht enthalten, so werde ebenso die neue Reihe 

06, 0öE, &bL etc. 

gebildet, u. s. f.; auf diese Weise werden schliesslich alle 4^ Theta eingetheilt 
in 2*^^*' Gruppen von je 2" Functionen, v ist nothwendig ^e, da die 
Gruppe als syzygetische vorausgesetzt ist; wir setzen demnach q—v = o. 
Die 2^^""'' oder 2^*'^'' Gruppen enthalten im Allgemeinen gerade und 
ungerade Functionen; es giebt aber genau 4*^ solche Gruppen, die nur 

gleichartige Functionen enthalten, und zwar — ^ — Gruppen gerader, 

4a 2o 

— s — ungerader Functionen. 

Auf dieses System von 4'' Gruppen beschränken wir uns. Sind 

©a, QaKj etc., 

^b} ^bK9 etc., 

Qc, ^cK, etc. 
drei Gruppen des Systems, so ist 

^abc9 ^abcKf etC. 

eine vierte in demselben System; und ist 

QgQ» 

f^c&abc 

eine gerade oder eine ungerade Function, so findet dasselbe statt, wenn 
man 0«, 0^, 0^ oder 0^<. durch eine andere derselben Gruppe angehörige 
Function ersetzt, weil ja alle Functionen derselben Gruppe gleichartig sind. 



I 
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Die Begriffe „azygetisch" und „syzygetisch" übertragen sich also auf die 
Gruppen. Es ist nun möglich, 2o+l gleichartige und zu je dreien azy- 
getische Gruppen aufzustellen. Nennt man 

die Anfangsglieder derselben, so erhält man das ganze System der 4" 
Gruppen gleichartiger 0: 

indem man flir a alle Combinationen ungerader Ordnung der Elemente 
1, 2, ... 2rT+l setzt. Und zwar enthält eine solche Gruppe wieder lauter 
gerade Functionen, wenn die Ordnung der Combination a==a oder a+1 
(mod. 4) ist, im andern Fall ungerade *). 

Von diesem sehr allgemeinen Satze machen wir nun Anwendung, 
indem wir die Functionen jeder einzelnen Gruppe zu einem Product vter 
Stufe vereinigen: 

Die Bezeichnungen „syzygetisch" und „azygetisch" können wir auch hier 
von den Factoren auf die Producte übertragen, und ebenso die Begriffe 
gleichartig und ungleichartig. Wenn wir nun auch hier eine Hauptreihe 
gleichartiger azygetischer Producte bilden: 

so ist die Anordnung aller 4'' existirenden Functionen IT^ der ersten und 
zweiten Art genau dieselbe wie die der Thetafunctionen von a Variabein, 
wenn dort eine Hauptreihe der zu Grunde gelegt wird. Für a = 1, also 
i^ = ()— 1, existiren drei Functionen zweiter Art Z/j, /Jj, 7/3 und eine von 
der ersten Art /7i23; für (t = 2, v = p— 2 sind 

/7i, 7/2, 7/3, /Tt, 7/5 und /7i2345 

von der ersten Art, also Producte ungerader Functionen, 

^-"las? 7/124, • . . "345 

die zehn Functionen der zweiten Art, welche nicht gleichzeitig mit den 
Argumenten Null werden müssen. U. s. f. Für p = 4 ist also die Anzahl 
der Constanten dritter Stufe, denen eine bestimmte Periodengruppe zu Grunde 



*) S. § 3 der citirten Fro6ewiM«schen Abhandlung. ^ 
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liegt, drei; die der Constanten zweiter Stufe 10, die der Constanten erster 
Stufe 36, endlich die der Theta-Nullwerthe 136. 

Für () = 3 existiren zu einer syzygetischen Periodengruppe zweiter 
Stufe (0, K, L, KL) drei Constanten a, ß^ y. Wir wollen hier, freilich 
ohne Beweis, der sich aber leicht führen liesse, die Relation angeben, welche 
zwischen diesen besteht. Es ist dieselbe, welche besteht zwischen den 
Quadraten der drei Constanten erster Stufe für p = 2, und den vierten 
Potenzen der drei Constanten Oter Stufe 0i(O), ©2(0)7 ^^aCO) für p = l; 
nämlich: 

«±/5±y = 0. 

Für p = 4 bleibt die Analogie bestehen in einem speciellen Falle, während 
im allgemeinen Falle eine wesentliche Modification der Formel eintritt. 



§5. 

Bei den Abelm\\e>xi Functionen von drei Variabein giebt es zu einer 
beliebigen Periodengruppe erster Stufe (0, Ä") 16 Producte 

gleichartiger Factoren ; sechs von diesen sind Producte ungerader, die übri- 
gen gerader 0. 

Bezeichnet man fünf von den sechs Functionen der ersten Art durch 
die Indices 1, 2, 3, 4, 5, so bilden diese eine Hauptreihe; 

«^l?3? '^1247 • • • '345 

sind die zehn Functionen der zweiten Art, während Pijs^s die sechste Func- 
tion erster Art ist. Bezeichnen wir die letztere Function auch als Fe? so 
sind die Voraussetzungen hier ganz symmetrisch in Bezug auf die Indices 
1, 2, •.. 6: denn alle Functionen Pj, P21 ••• P^ sind von der ersten Art, 
und sie sind zu je dreien azygetisch; nur kann jede der Grössen P durch 
zwei Indices bezeichnet werden, z. B. P123 auch als P^, 

Nach einem sehr bekannten Satze über Thetafunctionen von p Argu- 
menten existiren unter den Functionen Pa= ^a^aKy wenn beide Factoren 
als gerade oder beide als ungerade angenommen werden, nur 2^"^ linear 
unabhängige. Diese Anzahl verringert sich noch um eine Einheit, wenn 
wir uns auf die Functionen erster Art beschränken, da diese sämmtlich 
zugleich mit den Argumenten Null werden. In unserem Falle ist 2^*"^ = 4. 
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Also müssen je vier von den Functionen Pj, . . . Po durch eine lineare homo- 
gene Gleichung mit constanten Coefficienten verbunden sein. Es ist leicht, 
diese Coefficienten zu bestimmen. Sei: 

(1.) aP, = a,P,+a,P,+a,P,. 

Dividirt man die Gleichung durch P4 und vermehrt die Argumente um eine 
beliebige halbe Periode L, so geht nach § 3: 

^' in (L|14) ^'^ 



P, ^ ' ^ P^L ' 

also die Gleichung (1.) in 

(2.) aP,, = (L|14)a,F,,+-+(iC,|34)a3P3^ 
über; daraus folgt, wenn wir die Argumente gleich Null setzen: 

Nehmen wir nun L = 23, so wird 

P2L = jt?3 = O7 PiL = ;^2 = 0, 

weil P2 und P3 Functionen erster Art sind, dagegen: 

P*L = P2347 PiL =^ P123; 
sodass wir erhalten: 

ap2iA = (23|14)a,/?u3. 

Wir können deswegen setzen: 

a=;^i23, a, = (23|14)p,34, a, = (31|24>3u, 03 = (12|34>,,,. 
Es ergiebt sich demnach: 

(3.) pu,P, = (23|14)p,34Pi+-+(12|34>,,4A^s. 

Genau dieselbe Gleichung besteht für die Quadrate der ungeraden 
Thetafunctionen von zwei Variabein, weil in beiden Fällen die Voraus- 
setzungen ganz die gleichen sind. 

Dies gilt für willkürlich veränderliche Argumente. Beschränkt man 
sie aber auf solche Werthe, für welche eine gewisse Abekche Function ver- 
schwindet, so zerfällt der Quotient je zweier ungeraden Theta in zwei von 
einander unabhängige variable Factoren, und zwar wird 

Hier bedeuten u,„ und u„, lineare homogene Ausdrücke 

Wm = A,J-\-B„,T]+C„X; w,« = A,J+B„,Tj+C„X; 
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die beiden Systeme von Veränderlichen f, ?y, ^ und I, ^, ^ sind von ein- 
ander unabhängig, genUgen aber einer und derselben Gleichung vierter Ord- 
nung; die Coefficienten A^, ß„„ C,,» sind zugleich die des Anfangsgliedes 
in der Entwickelung von 0,n* 

Da Pa das Product zweier ungeraden Theta ist, so wird zugleich 



-, — _ (a, A=»l, 2, ... 6) 

'^ß ^ß Wß 

wenn man unter tr«, Wa die Producte 

versteht. Die Gleichung (3.) giebt dann eine lineare Beziehung zwischen 
den Grössen 

tTl«?!, «?2«?2, ^i^Z^ V>4fD^^ 

die auch als lineare Gleichung zwischen Wi^ W2^ to^j tr« aufgefasst werden 
kann. Da aber dann die Coefficienten noch von dem willkürlichen Werth- 

system §ri^ abhängen, so muss schon zwischen tri, €^29 «'s eine lineare 
Gleichung bestehen: 

(6.) F,Wi+F2W2+F^w, = 0. 

Um diese Gleichung rein darzustellen, denken wir uns alle sechs Grössen 
Wa — die zur Periode K gehörigen Wurzelfunctionen zweiten Grades — 
dargestellt als lineare Functionen zweier unabhängigen Grössen x, y: 

Wa = A^x+B^y 

und bezeichnen die Determinanten der Coefficienten 

A^Bß-^AßB^ durch [«,/?]. 
Da wir gleichzeitig 

Wa = AaX+B^y 
setzen können, so erhalten wir eine bilineare Gleichung 

(A^x+B^yXA^x + B^y)pi23 

= (23\UX^,x+B,y)(A,x+B,y)p2,,+'-+il2\S4:^^^ 

welche identisch bestehen muss für willkUrliche Werthe von x, y, x, y. 
Setzen wir in dieser Identität 

x = B, y = — ^3; a? = ß2, y = — -^2, 
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80 reducirt sich dieselbe auf folgende Gleichung: 

(7.) [4, 2][4, 3]p,^ = (23| 14)[1, 2][1, S]p^, 

welche wegen der Symmetrie der Voraussetzungen gelten muss bei jeder 
Vertauschung der Indices 1, 2, 3, 4 unter einander und mit 5 und 6. Dies 
giebt ein Mittel, um die Determinanten [l, 2], [1, 3] etc. zu berechnen und 
damit zugleich die Coefficienten der Gleichung (6.); denn wir können in 
dieser setzen: 

F, = [2,3], Fa = [3,l], F3 = [l,2]. 

Fügt man zur Gleichung (7.) noch diejenige hinzu, welche durch Ver- 
tauschung von 2 mit ö entsteht, und bildet den Quotienten beider, so er- 
giebt sich: 

(8.) -Hi^-g4r = (25|l4)-^4rlr. 

^ "^ Piii [4,5] ^ ' ^ piu [1,5] ' 

da 

(23|14)(53|14) = (25|14) 

ist. Hier setzen wir wieder 3 statt 5 und multipliciren sie dann mit de 
ursprtlnglichen Gleichung (7.). Auf diese Weise folgt: 

(9.) Pl«Pl»r4,2]' = PH!iPH5iri, 2]^ 

Der letzteren Gleichung können wir aber folgende Form geben: 

(10.) [4. 2]' ^ [1>2]' 

P421P423P425P426 Pl23Pl24Pl25Pl26 ' 

da 

PiM = P2A61 P354 ~ P12Q 
ist. Dies zeigt deutlich, dass der Ausdruck auf der rechten Seite J^ — ^r 
Gleichung (10.) unabhängig ist von jeder Vertauschung der Indices. We-^B=^^ 
wir also die Gleichung aufstellen: 

(11.) [1,27 = Fpi23Pi2APmPmi 

so können wir in derselben die Indices 1 bis 6 beliebig vertauschen, oh»^ "^ 
den Factor F zu ändern. Die Formel (11.) bestimmt also — abgesel^ 
von den Vorzeichen — alle Determinanten [«,/?]. 

Der Gleichung (6.) können wir die Form geben: 

[2,3]fr,+[3,l]ir,+[l,2]fr3 = 0, 

und, bei der Einsetzung der entsprechenden Werthe für die Determinant^^^; 
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die Grösse 



l^Fj^ 



als gemeinsamen Factor fortlassen. So ergebt sich: 



(12.) Wi \ PmPmP236 + «?2 Vjt?314/^315P316 ± «^3 l^/^124Pl25Pl26 = 0. 

Da K eine beliebige Periode, und ebenso m?i, itj, w^ drei beliebige 
unter den sechs zugehörigen Wurzelf unctionen zweiten Grades sind, so um- 
fasst diese Gleichung alle Doppeltangenten -Relationen der Curve vierter 
Ordnung. 



Zweiter Abschnitt. 

Auflsnehnng der nicht identischen Gleichung^ welche zwischen den Nullwerthen 
der geraden @ bestehen mnss^ damit eine algebraische Gleichung Tom Bange 4 

als Grundlage der Theorie angenommen werden Hart 

§1. 

Die Gleichung vierten Ranges, welche zur Definition einer Klasse 
Abekcher Functionen von vier Variabein fUhrt, enthält bekanntlich höchstens 
neun wesentliche Parameter, während die Anzahl der Periodicitäts-Moduln 
''^11 1 '''127 • • • '^44 gleich 10 ist. Da die letzteren als Functionen der wesent- 
lichen Parameter allein definirt werden können, so muss zwischen ihnen 
eine Beziehung stattfinden; sie sind also nicht unabhängig von einander. 

Wenn man andrerseits von den Theta-Functionen ausgeht und durch 
diese die Abekchtn Functionen von vier Argumenten definirt, so dürfen 
die Grössen r, abgesehen von einigen Ungleichheitsbedingungen, als will- 
kttrliche angesehen werden. Die letztere Klasse ist dann allgemeiner als 
die vorige; sie enthält einen Parameter mehr. Man hat deshalb schon 
längst die erwähnten beiden Fälle unterschieden. 

Die Beziehung zwischen den Periodicitäts-Moduln, welche im ersten 
Falle besteht, kann nicht unmittelbar aus den allgemeinen Eigenschaften 
der Theta-Reihen allein gefolgert werden. Um sie zu finden, müssen wir 
deshalb eine Annahme zu Hülfe nehmen, die der algebraischen Theorie 
entlehnt ist. In dieser werden die Argumente zunächst als Summen von 
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Integralen eingeführt: 

/x rx' 

fa(^)dX+ I f^(x)dX+ etc. (a = l, 2, 3, 4). 



C 



Die Abel^cheu Functionen sind algebraische, die dagegen transcen- 
dente Functionen von den Grenzen dieser Integrale. Nimmt man in dem 
erHtcn Integral x und c als variabel an, lässt aber in allen folgenden die 
obere mit der unteren Grenze zusammenfallen, so wird der Quotient zweier 
ungeraden 0, was unmittelbar klar ist, eine symmetrische Function von 
X und c. Ausserdem aber zerfällt er auch in zwei Factoren, von denen 
der eine nur von x, der andere nur von c abhängt. Da dies flir je zwei 
ungerade Functionen 0,„, 0„ stattfindet, so können wir setzen: 

Die Form der Ausdrücke ^,„(a?) wird bestimmt, indem man x—c unendlich 
klein werden lässt; es sind dies die sogenannten Wurzelfunctionen ersten 
Grades. — Man kann dies so ausdrücken: 

I. In der speciellen Theorie ist es für beschränkte Werthe der 
Argumente u möglich, sämmtliche Quotienten ungerader Theta als symme- 
trische und zerfallende Functionen zweier unabhängigen Variabein x und c 
darzustellen. 

Nun tritt in der Theorie der Thetafunctionen ein System homogener 
quadratischer Gleichungen auf, welches nur die ungeraden enthält. Es 
muss möglich sein, diesem zu genügen, indem man für jedes 6„, einen 
solchen Ausdruck 0„,(x)0„,(c) substituirt. Hierin liegt jedenfalls eine sehr 
wesentliche Eigenthümlichkeit des Systems. Die folgende Untersuchung 
zeigt, dass diese Eigenschaft keine solche ist, welche dem Gleichungssyatem 
an sich zukommt, sondern dass sie nur dann besteht, wenn zwischen den 
Nullwerthen der geraden Theta eine nicht identische Gleichung angenommen 
wird. Daraus folgt: 

IL Der Satz I. gilt nicht für die allgemeinen Abelschen Functionen. 

§2. 

Die quadratischen Gleichungen, welche zwischen den ungeraden 
Thetafunctionen bestehen, sind theils lineare Beziehungen zwischen den 
Quadraten der Theta, theils ebensolche zwischen den Grössen, die wir 
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Functionen erster Stufe genannt und mit P bezeichnet haben. Nur die 
letzteren wollen wir hier betrachten; und zwar genügt es, eine einzige 
solche lineare Gleichung aufzustellen, die freilich wegen der Möglichkeit,' 
die Indices zu vertauschen, ein System von 21 Gleichungen repräsentirt. 

Es sei K das Zeichen irgend einer von verschiedenen halben 
Periode; dann giebt es nach dem Frobenius^chen Satz 64 Functionen 

welche Producte gleichartiger Factoren sind, und zwar 28 Producte un- 
gerader, 36 Producte gerader 0. 

Wir denken uns hier eine Hauptreihe aufgestellt: 

«1? «2? • • • AT 

Diese, ebenso wie die durch fünf primitive Indices bezeichneten 

«12345 7 • • • «34567 

sind von der ersten Art; dagegen sind die durch drei oder alle sieben 
Indices bezeichneten 

«123? «12«? • • • «567 ^l^A "m4S61 

die 36 Functionen der zweiten Art. 

Der bequemeren Schreibweise wegen wollen wir für die Combination 
aller primitiven Indices noch ein besonderes Zeichen einfuhren: 

1234567 = e; 
es sind dann 

«1? «^2 7 • • • «77 '12(9 "\l69 * ' * «67« 

die 28 Producte ungerader, 

Pnz, . . . ^567 und P, 

die 36 Producte gerader Functionen. Der Werth, den eine Function P, 
annimmt, wenn die Argumente gleich Null gesetzt werden, möge mit p 
bezeichnet werden, wie früher festgesetzt wurde. Es sind dann pi , JÖ2 ? . • • />7 
und pi2„ . . . pcyie gleich Null, die übrigen 36 Grössen ^123 etc. und p^ da- 
gegen von Null verschieden. 

Zwischen je neun der 64 Functionen P besteht eine lineare homogene 
Gleichung mit constanten Coefficienten. Beschränken wir uns dagegen auf 
die 28 Functionen der ersten Art, so muss schon zwischen je acht der- 
selben eine solche Gleichung stattfinden, weil alle diese gleichzeitig mit 
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den Argumenten Null werden. Es muss also eine lineare Gleichung bestehen 
zwischen den sieben Functionen der Hauptreihe und irgend einer der 21 
übrigen Functionen erster Art, z.B. P^y^, diese sei: 

(1.) FPer. = i (F^Pa). 

Um hier die Coefficienten zu bestimmen, vermehren wir die Argumente om 
eine zunächst beliebige halbe Periode L Der Quotient 

Pa 



P&Je 

geht hierdurch, zufolge § 3 des ersten Abschnitts, über in 

(L|«676) ^""^ 
die Gleichung (1.) selbst also in: 



\l8L ^ 



(2.) FP^,, = 2:|(I|«67«)F,P„,|. 



(3.) FpeuL = 2:!(i|«67«)F„p.J. 



a=l 

Daraus folgt, wenn wir die Argumente gleich Null setzen: 

7 

E 

a=l 

Nun sei ß irgend eine der Zahlen 1, 2, ... 7; wir können dann L = ße 
setzen. Alsdann ist: 

PaL =Paßs==0 für «$/?, 
(4.) =p, für « = /?, 

PgIsL = Pß6T 

Somit ergiebt sich aus (3.): 

Fp^, = (ißs\ßQ7e)F,p,; 
man kann deswegen 

(5.) F = Pe; Fa = (a6\aQ76)p^Qj (a = i,2,...'> 

setzen. Da für a = 6 

Pa67=P7 = U 

und ebenso für a = 7 : p^Q^ = pß = wird , so sind die Coefücienten Fq und 
Fy Null, die übrigen von Null verschieden. Wir erhalten demnach: 

(6.) PeP,U = i|(««!«676)p,e7Pa!. 

Aus der Gleichung (3.) können wir eine grosse Anzahl von Bezie- 
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huDgen zwischen den Grössen p erhalten^ die hier als Coef&cienten auftreten, 
indem wir für L verschiedene Periodenindices setzen. Es wird für uns 
genügen, auch von diesen Relationen nur eine aufzustellen. Wir setzen 
L = 57. Dann wird: 

ebenso : 

und da ausserdem Fe und F7 gleich Null sind, so erhalten wir die vier- 
gliedrige Gleichung: 

i|(57|a670F„p.57| = 0. 



Wir können die Gleichung mit (57|67) multipliciren. Dann bekommen 
wir das Vorzeichen (57|a«) anstatt (57|a676). Dieses können wir aber er- 
setzen durch (a«|57); denn da 

0« 0ff57 



©e© 



a57 



eine gerade Abekche Function ist (0^ und ©^57 sind gerade, ©« und ©^7 
ungerade ©), so sind ©„ ©^ und ©^57 syzygetische Functionen, also ac und 
57 syzygetische Perioden. Wir bekommen also: 

i|(«H57)F«p,57l = 0, 

a=sl 

und wenn wir aus (5.) den Werth von F« einsetzen: 

H \(a€\ab6B)p^s7Pa6i\ = 0. 

Wir wollen in dieser Formel, was gestattet ist wegen der vollständigen 
Symmetrie der Voraussetzungen, 5 mit 7 vertauschen, sodass wir 

(7.) i|(«H««67)p,56Pa57! = 

a=l 

als Endgleichung betrachten. Dies ist eine quadratische Gleichung — oder 
vielmehr ein System solcher — zwischen den 36 Constanten erster Stufe, 
eine biquadratische zwischen den Nullwerthen der 0. Wir können sie aber 
auch, was bei einer späteren Untersuchung vortheilhaft sein wird, auffassen 
als eine lineare Gleichung zwischen Constanten zweiter Stufe. 

Wir fügen noch eine Bemerkung hinzu über die Umkehrung der 
Vorzeichen. ©1, ©2 und ©12^ sind, als Factoren von Pi, P2, Pi2^, ungerade 



(a=l, 2, 3, 4) i 
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Functionen, 0^ dagegen gerade. Da au» diesen vier Theta sich eine ^6efache 
Function bilden lasst, und dicHC ungerade ist, so sind 0,, 02 und 0, azy- 
getiscb, folglich auch die Perioden U und 2«. Daher ist 

(8.) (lf|20 = -(2.|10. 

Diese Vorzeichen sind also alternirende. Nun kann man aber aus den ein- 
fachen alternironden Vorzeichen die übrigen: (12|3«), (12J34) etc. zusammen- 
setzen; z. H. ist 

(12|30 = (l€|30(2«|3*), 

(12|34) = (U|30(2«|40(2*[3«)(25|4*). 

Daraus ergeben sich nach (8.) die Zeichenrelationen: 

(12|30 = (3.|12), 

(12|34) = (a4|12) 

and ähnliche, die nun nicht mehr eines besonderen Beweises bedürfen. 

Hier und im Folgenden mnss jede der aufgestellten Gleichungen aus 
dem bereits angegebenen Grunde auch gelten bei beliebiger Vertauschung 
der sieben Indlces, sodass jede zugleich ein ganzes System repräsentirt. 

§3. 

Die im vorigen Paragraphen entwickelten Gleichungen (6.) und (7.) 
sind allgemeine, d. h. sie gelten ohne jede Beschränkung fUr die Argumente 
u und die Periodicitätsmodnln r. Wir machen aber jetzt diejenige Voraus- 
setzung, welche in § 1 dieses Abschnitts angegeben wurde; wir nehmen an, 
dass die Quotienten ungerader Theta in Wurzelfunctionen zerfallen: 

WO X und X Variable sind. Die Argumente u sind also dann sicher nicht 
mehr unabhängige veränderliche Grössen. 

Wenn wir dann die Wurzelfunctionen zweiten Grades bilden: 

unter der Voraussetzung, dass m und mK Indices ungerader Theta sind, so 
wird der Quotient zweier Functionen erster Art 

(3.) 



(2.) 



ITm tt?I 






IT« tr« 
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Es giebt also hier 28 Wurzelfunctionen zweiten Grades 

(4.) ITi, IP27 • • • ^l\ ^\2€9 ' • • ^^6169 

die zur Periode K gehören. Da die Gleichung (6.) homogen ist, so können 
wir direct jedes P durch das Produet der entsprechenden Wurzelfunctionen 
ersetzen : 

6 
(5.) P.WguW'gj, = i; \(cC€\a6ß7)p^^-jWaU>a\. 

Diese Gleichung kann, da x' von x unabhängig ist, aufgefasst werden als 
eine lineare Beziehung zwischen den Grössen ir. Wir nehmen an, dass 
nicht schon zwischen drei dieser Grössen eine lineare homogene Gleichung 
mit Constanten Coefficienten besteht; dann mttssen je vier derselben sicher 
durch eine solche Gleichung verbunden sein. Man kann sich deswegen 
die 28 Functionen der Reihe (4.) dargestellt denken als lineare Functionen 
mit Constanten Coefficienten dreier Grössen |, rj^ ^; 

(6.) IT,, = AJ+B„,Ti+C„X9 

sodass zwischen §, tj, ^ selbst eine lineare Gleichung nicht besteht, und 
die aus den Coefficienten dreier Ausdrücke gebildeten Determinanten 

An, MJrt, VX,, 



(7-) 



Am ijm O- 



= [m.n.r] 



Ar Br Cr 

von Null verschieden sind. 

Da die Grössen «?J« dieselben Functionen von a:' sind, wie die ir„, 
von Xy so setzen wir ebenso: 

(8.) irL = AJ+B„,ri^-C„X>\ 

und die Gleichung (5.) muss, wenn diese Ausdrücke eingesetzt werden, in 
eine identische übergehen, da sie linear ist in Bezug auf beide Systeme 
linear unabhängiger Veränderlicher. Wir fassen sie von jetzt ab als solche 
auf und können demnach für ^, 1?, ^, ^', ri\ ^' willkürliche Werthe einsetzen. 
Die Determinanten [iw, u, r] sind zugleich die Coefficienten der 
Gleichungen, durch welche irgend vier der 28 linearen Ausdrücke «?„, ver- 
bunden sind. Es ist identisch: 

(9.) [iw, u, rjrr^ = [p9n,r]w„,+[p,r,m\fD^^[p,m,n\Wr. 
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Wenn wir tr, und Wr gleich Null setzen, so können wir zugleich für alle 
übrigen Indices, dieser Formel zufolge 

fOp = [p, n, r] 
annehmen. 

§4. 

Wir leiten jetzt aus der identischen Gleichung (5.) drei verschiedene 
Beziehungen ab, die zwischen den Determinanten [m, n, r] und den 36 Grössen 
p bestehen. 

I. Wir setzen erstens: 

iTj = 0, 1^3 = 0, tri = 0, tri = 0, 
und dem entsprechend: 

1^67, = [67., 2, 3], ir;7. = [67.,4,5], ir, = [1, 2, 3], tri = [1,4, 5]. 

So erhalten wir die Gleichung: 

(1.) p,[67€, 2, 3][67., 4, 5] = (U|l667)p,67[l, 2, 3][1, 4, 5]. 

Um hieraus eine Folgerung zu ziehen, betrachten wir für den Augenblick 
6 und 7 als fest, sodass nur 1, 2, 3, 4, 5 vertauscht werden dürfen, und 
setzen unter dieser Annahme zur Abkürzung: 

(2.) [67, 2, 3] = [2, 3], p,67 = ^i, (1*1 16 67) = cT,. 

So ergiebt sich: 

(3.) p,[2, 3][4, 5] = dMh 2, 3][1, 4, 5]. 

Wir vertauschen hier 5 mit 1 und bilden den Quotienten beider Gleichungen :=:. 

[4,5] _ . , n^ [ 1, 2, 3] 
[4,1] - '''''' n^ "[5,2,3]' 

Ebenso ist: 

(A\ [4,5] _ . . n, [2, 1, 3] 

folglich, wenn wir (3.), (4.), (5.) multipliciren: 

(6.) p.[4,5]^ = J,(y,MA^'^[l,2,3]^ 
Das Product der Vorzeichen 
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hat den Werth +1. Denn es ist 

d, = (l€|l667) = (1«|2345) = (l«|20(l«|3e)(l6|4«)(U|5€). 

Da die einzelnen Zeichen alternirende sind, so zerfällt auf diese Weise J 
in ein Product von 20 Factoren, von denen je zwei sich zu —1 ergänzen. 
Es ist also ^ = +1. 

Kehren wir jetzt wieder zu den ursprünglichen Bezeichnungen zurück^ 
so hahen wir die Formel: 

rn \ [*67,4,5]' _ P.,tP»67P»t 

^''^ [l,2,3r - P.P...P5.. * 

II. Wir setzen jetzt die Grössen 

gleich Null, und entsprechend: 

y^m = [♦», 3, 4], «?;„ = [m, 3, 5], 

sodass also drei Glieder der Gleichung (5.) im vorigen Paragraphen 
fortfallen. Dann erhalten wir zunächst: 

Um diese Gleichung zu vereinfachen, bedienen wir uns derselben abkürzen- 
den Bezeichnungen wie vorhin. Wir schreiben also: 



(8.) p,[€67, 3, 4][667, 3, 5] = Z \(oiB\aB%l)p^^[a, 3, 4][cf, 3, 5]|. 



(9.) ;>,[3, 4][3, 5] = 2: \S.n^[a, 3, 4][«, 3, 5]i. 



a=l 



Nun ist zufolge (4): 



[3 
znfolge (6.): 



[3,4] _ .. n, [5,1.23 . 



mithin : 



S 5 



p,[3, 4][3, 5] = -^dA^,-^[\, 2, 4][1, 2, 5]. 



Setzt man dies ein fllr den Ausdruck auf der linken Seite von Gleichung 
(9.) und dividirt dieselbe durch d^d2n^n2^ so wird sie symmetrisch in Bezug 
auf die Indices 1, 2, 3; man erhält: 

^[l,3,4][l,3,5]+^[2,3,4][2,3,5]+^[l,2,4][l,2,5] = 0, 

7»j y», y»j 
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oder: 



(10.) i j(«t|«a67) '^^'^'^JtA y^j ^ 0, 



WO, in jedem Gliede der Summe, /?, y die beiden von a verschiedenen 
Zahlen der Reihe 1, 2, 3 bedeuten. 
III. Endlich setzen wir: 

gleich Null, und dem entsprechend: 

^a = ^a = [a, 5, 676]. 

Bei dieser Annahme werden nur zwei Terme gleich Null, die übrigen 
Quadrate; wir erhalten: 

(11.) i |(«H««67)p,«,[a, 5, 676]^! = 0. 

a=l 

Bezeichnet man jetzt, ähnlich wie vorhin, durch /9, y, <T die drei 
von a verschiedenen Zahlen der Reihe 1, 2, 3, 4, so ist nach (7.): 

Setzt man dies ein und dividirt die Gleichung durch 

Pl67/?267P3C7P467 



SO folgt: 



PeP5G7 



(12.) i|(«a|«* 67)1^-^1 = 0. 



Da auf diesen Beziehungen zwischen den Determinanten und den CoefGcienten 
p die weiteren Schlüsse beruhen, so stellen wir diejenigen Gleichungen, 
welche wir bei der folgenden Untersuchung anwenden werden, nämlich (1.), 
(7.), (10.) und (12.) dieses Paragraphen und die Relation (7.) in § 2 zn 
einem Gleichungssystem zusammen, indem wir die zuletzt erhaltene Formel 
als die wichtigste voranstellen: 



iA.) 



11. 2: (a«|«*67)p„5«/>„„j 



= 0, 



III. 



[67t, 4, 5]' _ Pif,;py.7P3<i7 

[i, 2, 3]' "" PfP407/'S67 



a=ll ' Paü7 ' 

V. p,[%1b, 2, 3][67f, 4, 5] = {U\U^l)p,^[\, 2, 3][1, 4, b\ 
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§5. 
Wir fuhren jetzt 35 Grössen 

*123, *124, *234, • • • ^567 

ein durch die Gleichung 

PfP456P457/'4G7P567 

welche bei jeder Vertauschung der Indices 1 bis 7 gelten soll. Dieser 
Definition zufolge können wir in der ersten Gleichung des Systems (A.): 

[/?, y, dj durch PePa5GPaBlPaülP5G7^ßr8 

ersetzen. Indem wir in der Gleichung, welche so entsteht, noch 5 mit 6 
und 7 vertauschen, erhalten wir das folgende System: 

4 

^|(a«|or£67)p«56p,57*>?Hl = 0, 



(2.) 



4 



JS \(cC€\a€7f))p^iiTPa^^ffrA\ = U, 



a=l 

4 



H \(ctl\a€b6)Pa-sPa7V.^ßrS\ = 0. 
l a—l 

Dies sind drei homogene lineare Gleichungen zwischen den vier Grössen 
*2347 *34M *4i27 ^m] iH jcdcr dersclbcn ist die Summe der Coefficienten 0, 
wie aus der Formel (II.) desselben Systems hervorgeht. Es seien 

Ol, O2, O3, O45 Ol, ... O4; Ci, ... C4 

die Coefficienten dieser Gleichungen, und a?i, a?^, a?3, x^ die vier Grössen 

*234l • • • ^123- Aus 

öl 3Ji+ 02^2+03X3 +04 0:4 = 0, 

«1 +«2 +«3 +O4 = 



folgt dann: 



ebenso : 



öl (xi ~ X4) +«2 (0^^—0:4) +03(^^3 -^4) = 0; 
Ci(xi'-x^)+ ai(x2—x^)+ C:i(x3—x^) = 0. 



Mithin ist 



CO.J ü/i — J72 "~~ *^i ~~" »^4^ 

wenn nicht die Determinante 

42* 
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(4.) 



= D 



D = Ol 



+Pm'G, 



öl «2 Ö3 

6i bi 63 

Ci C2 C3 

den Werth hat. Die Annahme aber, dass eine solche Determinante ver- 
schwindet, ist wenigstens in dem Falle auszuschliessen, wo die Definition 
der ^66/schen Functionen auf einer Gleichung vierten Ranges beruht, welche 
neun wesentliche Constanten enthält. Um dies zu zeigen, nehmen wir mit 
dem Ausdruck D eine Umformung vor. 

61 und Ci enthalten den Factor p^e?; es ist also 

C2 C3 

wo G eine ganze Function von Theta-NuUwerthen bedeutet Ferner ent- 
halten 627 02 den gemeinsamen Factor pse?? 63 und C3 enthalten p^T^ und es 
ist ai = ±pi56Pi57. Folglich ergiebt sich: 

(5.) D = ±PiSfiPl57P2G7Py61'^+Pl6-G, 

WO 

(28\2e7b)p,se (3«!3675>366 

(26|2£56>267 (3f|3656>357 
also: 

(6.) Z/ = ±(p256P357-(23|67)/?35o/>257) 

Nun beruhte die Gleichung 

(l€\le6^)plSi^p^57-\ h(4«|4f67>456p«7 = 

nur auf der Voraussetzung, dass die Functionen Pi, Pj, ... P^ eine Haupt- 
reihe bilden; indem wir andere Grundfun ctionen wählen, die denselben Be- 
dingungen genügen: 



J = 



ist. 



Pay Pßy Py^ ^^9 ^'^ ^^9 T 



^f 



können alle 64 Functionen P auch durch die Combinationen dieser Indices 
bezeichnet werden; und es muss dann ebenfalls 



(7.) 



{ 



sein, wenn wir unter e' die Comblnatiou der sieben Indices a bis fi verstehen. 
Nan bekommen wir eine zweite solche Hanptreihe, wenn wir den 
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Indices « bis /ti folgende Werthe beilegen: 

(8.) a = 3, ß = 2, y = 46f, d = l^e, x = 56^, ^ = 23«, u = 766. 

Dann wird 

(9.) t' = 1457« = 236. 

Alle diese Indices bezeichnen nämlich Functionen erster Art. Durch die 
Combination dreier aber erhält man immer entweder eine dreigliedrige 
Combination oder den Index e, also immer einen Index, der eine Function 
zweiter Art bezeichnet. Wir bekommen also wieder eine Hauptreihe. Somit 
muss unter den Annahmen (8.) die Gleichung (7.) bestehen. — Nun folgt 
aus (8.) und (9.): 

a€=2ß, af'i.u = 37, axÄ = 256, ax/x = 357; 
folglich: 

(a€'\a€'klil)p^,lP^,^ = (26|37)/?256P357. 

Wenn wir in derselben Weise die übrigen Glieder der Gleichung (7.) um- 
formen, so ergiebt sich: 

( (26 1 37>,s6P357+ (36 1 27)P356P267 

+(1567|1523>,a7p,,3+(4567|4523)p,67j9423 = 0; 



(10.) 
oder: 



±^ = ^256^367 — ('^3(67)^356^2(17 = ±Plfi7Pl23±P4C7P«3. 

Das eine Glied des Ausdrucks auf der rechten Seite, welches den Factor 
PiG7 enthält, können wir mit pu,iG vereinigen und erhalten so: 

(II.) D = ±P2iAP2VnP3GlP4G7PlS6PlSl+G.piGjj 

WO G ebenfalls eine ganze Function der Grössen p bedeutet. 

Diese Darstellung zeigt nun zunächst, dass D nicht identisch Null 
ist. Denn andernfalls würde aus der Annahme, dass ein Factor von pi^y, 
also der NuUwerth eines geraden Theta, verschwindet, folgen, dass minde- 
stens noch eine zweite gerade Thetafunction gleichzeitig mit den Argu- 
menten verschwindet. 

Dies ist unrichtig in der allgemeinen Theorie; es ist nicht einmal 
richtig in der speciellen, der eine Gleichung vierten Ranges zu Grunde liegt. 
Denn Herr Weber hat in der Abhandlung: „Ueber einige besondere Aus- 
nahmefälle der ^6£?/schen Functionen*'*) gezeigt, dass man über eine belie- 






I 



I 



I . 
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I 



I 
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bige von den geraden Thetafanctionen die Voranssetzung machen darf, sie 
werde Null gleichzeitig mit den Argumenten, ohne dass hieraus das Ver- 
schwinden des NuUwerths einer zweiten folgt. Von den beiden Gleichungen 
zweiten und dritten Grades, welche zwischen den Ableitungen der Integrale 
erster Gattung bestehen, reducirt sich die erstere in diesem Falle auf die 
eines Kegels. 

Es kann also weder in dem allgemeinen Falle, wo die PeriodicitÄts- 
moduln r als unabhängige Grössen aufgefasst werden, noch in dem spe- 
ciellen, wo sie Functionen der neun wesentlichen Parameter einer Glei- 
chung vierten Ranges sind, eine solche Determinante, wie wir sie mit D 
bezeichnet haben, verschwinden, und daraus folgt, dass die vier Grössen 
^2341 . • . ^123 einander gleich sein müssen. 

Da dies auch bei jeder Vertauschung der Indices gilt, so müssen die 
35 Grössen ^aßy sämmtlich denselben Werth haben, den wir jetzt mit * 
bezeichnen. 

§6. 

Zu den Formeln des Systems (^4.) tritt nun eine neue Fundamental- 
gleichung hinzu: 

(1.) [1,2, 3P = *P,P«üP457P4r,7P5G7. 

Diese ersetzt die Gleichung I. des Systems. Auch die Gleichung III. kann 
durch Einführung dieses Ausdrucks in anderer Form geschrieben werden. 
Zugleich ändern wir die übrigen Gleichungen durch eine neue Bezeichnung 
der Determinanten. Wir machen den Ausdruck [1, 2, 3] symmetrisch in Be- 
zug auf die Indices 1, 2, 3, indem wir ihn mit den drei alternirenden 
Zeichen 

(l6|2£), (1*130, (2«|30 

multipliciren. Mit diesem Vorzeichen genommen möge die Determinante als 
F,23 bezeichnet werden: 

(2.) F,„ = (l.|26)(l6|36)(2£|3e)[l,2,3]. 
In ähnlicher Weise setzen wir 

(3.) [676,4,5] = (4f|5€)[67a;45]. 
Dann erhalten wir folgendes abgeänderte System: 



I 

.1 



(ß.) 
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IL [67t, 45]* = *Pi67/»i67P367P4SeP«7, 

III. p,[67e,- 23][67t,- 45] = p,oyF,^F,^, 
V. it(«e|a«67)p^p,„! = 0. 

a=l 

Wenn man vom Vorzeichen absieht, ist die Gleichung III. schon eine Folge 
von I. und II. 

Die Gleichungen III. und IV. haben andere Vorzeichen erhalten, als 
die ursprünglichen V. und IV. in dem System (A.). Dass sie richtig sind, 
ist leicht zu erkennen. — Zunächst ist in der Gleichung III.: 

FmF,,, = (l€|2345)(2£|30(4f|50[l,2,3][l,4,5], 

2345 aber gleich 16 67. 

Ferner in Gleichung IV.: 

F,r.Fßrs = (/?yK5)[/i,y,4][/9,y,5], 
(/3y|45) = («£|45)(a/?y€|45), 
also: 

(ae\iiy)(ßy\Vo) = («/3y6|45)(«€|/?y45) 

^ («/:?yf|45)(a6|a667); 

und da (a/?y6|45) als gemeinsamer Factor fortgelassen werden kann, so 
stimmen beide Formeln Uberein. 

Es tritt bei dieser Zusammenstellung schon die vollständige Ueber- 
einstimmung mit der Theorie der Ahekchaw Functionen von drei Argu- 
menten hervor; alle Gleichungen des Systems (ß.) gelten auch dann, wenn 
man unter p,„ das Quadrat des Nullwerths einer geraden Thetafunction von 
drei Argumenten, unter A„,, B,„^ C,„ die Coefficienten des ersten Gliedes in 
der Entwickelung einer der 28 ungeraden nach homogenen Functionen der 
Veränderlichen versteht. Es ist deshalb natürlich, dass auch die Folge- 
rungen, welche wir in diesem Paragraphen aus dem System (ß.) ziehen, 
bekannten Sätzen genau entsprechen. 

Zunächst sind durch I. und IL die Coefficienten der Gleichungen, 
welche zwisclien den Wurzelfunctionen zweiten Grades 



I 



1 } 
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bestehen, abgesehen vom Vorzeichen, bestimmt. Nach der Definition der 
Ausdrücke [m^ «, r] ist 

i|±[y?.y,<^KI = 

a=l 

oder: 

und ebenso: 

a=l 

Wenn man für die Determinanten -Ausdrucke ihre Werthe einsetzt, 
so erhält man: 



4 
a=l 



(4.) 2;|±l>a5ßPa57Pa67«^«| = 

und 

(5.) ^PeP*56PAS7^^67i = 2:\±ypa6lPßrePßrl^a\ 



3 

a=l 



Man kann die Grössen jt?«^^ und demnach auch die Coefficienten dieser 
letzten Gleichung ersetzen durch Ausdrücke, welche rational aus den sieben 
Werthsystemen A^y ß«, C« (« = 1? 2, ... 7) gebildet sind. Die Formel I. 
in (R) definirt ein System von 35 Gleichungen, mit dessen Hülfe man die 
35 Grössen p^ßy bestimmen kann. Es besteht folgende Umkehrung dieser 
Formel : 

Bezeichnet man mit 77 das Product aller 35 Grössen p^ß^,, mit /7, ,^^; 
dagegen das Product derjenigen 15 Grössen Pm='Pttaß9 bei denen die Com- — m 
bination m das Element x enthält, so ist: 

et).; Pi« - ^^y^ — njijijr^ 

Man hat, um diese Gleichung zu beweisen, nur für die fünf Grössen F* 
ihre durch I. gegebenen Werthe einzusetzen. 
Hieraus ergiebt sich: 

(7.) o,23 = r.Ia^L^iLiiLi^ 

\'n 11 n F 

WO R einen von den Indices unabhängigen Factor bedeutet, dessen Vor-"::Ä^^^ 

zeichen beliebig gewählt werden kann; das Vorzeichen von I'^/Ji/Jj/Zj dagegeiv^^^ 
ist durch diese Formel bestimmt. 
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In der Gleichung (IV.) des Systems können wir jetzt p^o? durch 

7? ^/^r^ ^/?y5 Ffi^s f y4s 



ersetzen; dadurch geht sie llber in: 



(8.) i:\(ae\ßY)y^ n,n,n,F,,,,F,,^\ = o. 



Offenbar muss die Gleichung, welche wir aus dieser durch Vertauschung 
von 45 mit 67 erhalten, mit ihr geradezu identisch sein, d. h. die Vor- 
zeichen der WurzelJiusdrUcke müssen so beschaffen sein, dass immer: 



ist. Dies sagt aber nichts anderes aus, als dass es möglich sein muss, 
1^/7,, l^/Tj, ... i^^ mit solchem Zeichen zu wählen, dass allgemein: 

(9.) in~nrn\ = rnjn.in] 

ist. Demnach wird: 

(10.) i|(««|/5fy)l^fl^«F,,,F,r.7| = 0. 
»t.-—\ 

Wenn wir hier 4 mit 6 vertauschen, so bekommen wir eine zweite Gleichung, 

die mit der ersten zusammen das Verhältniss von VT/i zu \n^ rational durch 
die Grössen A^B^C^ bestimmt. Wir können setzen: 

(11.) («f|y*)(4H60(5H70|f'.45F««7F,r^F,,7-F,45F,«7F,r,5F„47| = 6^. 

Gß ist dann die quadratische Determinante, deren Verschwinden ausdrückt, 
dass die von AßB^Cß verschiedenen Punkte der Reihe AiBiCi...AtBtC7 
auf einem Kegelschnitt liegen; mit einem solchen Product alternirender 
Zeichen multiplicirt, dass sie symmetrisch wird in Bezug auf alle sechs von 
ß verschiedenen Indices und deshalb durch ß allein bezeichnet werden kann. 
Aus (10.) folgt dann: 

in.G^-ilizG, = 

oder: 

(12.) m, = cG,, 

wo wieder c einen von den Indices unabhängigen Factor bedeutet. 

Den Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung (7.) können 
wir jetzt durch den rationalen ersetzen: 
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R F F F F 

daher, wenn wir 

c 

setzen : 

C13.') Pia» «, *^4^5^6^Tfi56fi57^4e7^56 7 

Demnach ist auch 

Pl67 __ ^ ^1^»y»»4^a»>^4^5^451^4H 

P. " ^..7 

und man kann deshalb der Gleichung (III.) im System (B.) folgende Ge- 
stalt geben: 

(67^; 23) (67«; 45) 



(14) 



G G F F .F F F G G F F F F F 

"^t*^8* t»l"*^JJ4* 885* >87'*»67 *'4"^5'^45l' 46>*^45»'* 467-*^5|7 

S 8 



F F F F F F ' 

* 187* «87* 367* 467* 667 ''67 

WO zur Abkürzung mit Fe? das Product der fünf Factoren F^^ bezeichnet ist. 
Bei dieser Form der Gleichung lässt sich unmittelbar erkennen, 
dass die beiden Factoren, aus denen der Ausdruck auf der linken Seite 
sich zusammensetzt, Werthe besitzen müssen, welche von der Vertauschnng 
der Indices 1, 2, 3, 4, 6 unabhängig sind; die beiden Factoren mttssen 
deshalb auch einander gleich sein. Daher ist 

(15.) [676; 23] = i-^G,G,F,,,F^,F,y,h\,F^,. 

■^67 

Es ist aber identisch: 

3 



FmfPm» = £ |(o«|/?y)[67c; /iy]tpj , 



a=l 



folglich : 



(16.)! t^67. = }l-^]2:\{aB\ßY)G^G,F^,,F^,,F^,F^,w,\. 

*^67 :«=! 



Dies stimmt überein mit der Darstellung der 28 Doppeltangenten einer 
Curve vierter Ordnung durch 7 unter ihnen, welche einer Hauptreihe ent- 
sprechen. Die letzte Formel bringt also den Satz zur Evidenz: 

Es existirt eine ebene Curve vierter Ordnung, deren 28 Doppel- 
tangenten durch die Gleichungen w„, = gegeben sind. 



'1 

■I 
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§7. 

In § 5 hatten wir zwei Annahmen aufgestellt, von denen wir die 
zweite ausschlössen. Aber auch die erste fuhrt zu einer Gleichung oder 
vielmehr zu einem System von Gleichungen zwischen den NuUwerthen 
der geraden Thetafnnctionen, das wir aufstellen und ausführlich untersuchen 
wollen. Wir werden sehen, dass dieses System von Gleichungen zwar 
nicht für willkürliche Werthe der Periodicitätsmoduln Th etc. erfüllt ist, 
aber auch nur eine einzige Beziehung zwischen ihnen darstellt. 

Wir gehen aus von der identischen Determinantenrelation: 

[2, 3, 5][1, 4, 5]+[3, 1, 5][2, 4, 5]+[l, 2, 5][3, 4, 5] = 0, 
der wir die Form geben: 

(1.) 2\±F^,,F,,,\ = 0, 

indem wir die Vorzeichen unberücksichtigt lassen. Die einzelnen (Glieder 
entsprechen den drei möglichen Zerlegungen von aßyd =^ 12 34 in (12, 34), 
(13,24), (23,14). Der Gleichung (I.) im System (Ä) zufolge ist: 



Pßyi = ^^PfPaGlPMyjPad^PaST 

Folglich erhält man aus (1.), indem man 

^Pe ^^PaGlPßGl PyOl PS67 

als gemeinsamen Factor fortlässt: 



(2.) ^\±ypa8f>PaS7PßrGPßri\ = 0- 

Wir wollen dies auffassen als eine Gleichung zwischen den NuUwerthen 
der geraden 0)^ indem wir für diese eine Hauptreihe von neun Functionen 
aufstellen. Natürlich kann die Gleichung selbst hierdurch nicht vereinfacht 
werden, da ja jedes p jetzt durch ein Product zweier Factoren zu ersetzen 
ist. — Die Functionen der Hauptreihe bezeichnen wir auch wieder durch 
die ersten ganzen Zahlen: 

C7ij C72, C/j, ... (7ij 

und setzen 

K = 89; 

natürlich ist diese Bezeichnung nicht mit der bisherigen in Uebereinstimmung; 
aber wir werden sofort die geringe Abänderung erkennen, welche mit den 
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Imher aufgestellten Formeln vorgenommen werden muss, damit sie auch 
bei der neuen Bezeichnungsweise gelten. 

Hier sind die durch einen, fünf und neun Indices bezeichneten Func- 
tionen gerade, die durch drei und sieben Indices bezeichneten ungerade. 
Wenn wir aber tlir die Combination aller neun Indices wieder ein beson- 
deres Zeichen x einführen, so sind 

0., 0, und OaßrSi 
die geraden, 

0«,j, und 0.^y 

die ungeraden Functionen; wobei «, /:?, y, J, « irgend welche verschiedene 
unter den Zahlen 1 bis 9 bedeuten. Es sind daher 

0«8x0a<»x. («=1.2,. ..7), 

0tt/58 0a/99 (a. ,* = 1, . . . 7, a ^ ^) 

die 28 Producte ungerader Functionen, welche zur Periode K^ = 89 gehören, 
und zwar bilden die ersten sieben eine Hauptreihe, da die Functionen 0^ 
zu je dreien azygetisch sind. Die bisher aufgestellten Formeln müssen 
deshalb gelten auch bei dieser Bezeichnung, der eine Hauptreihe von neun 
Thetafunctionen zu Grunde liegt, wenn die Indices 

1, u^ U, • • • fl 

ersetzt werden durch 

18x, 28x, 38x, . . . 78x, 

und K" = 89 angenommen wird. An Stelle von p^^^^ erhalten wir dan 
Pa,nHM oder, wenn der NuUwerth eines geraden 0,„ mit c,„ bezeiclinet wir 

die Gleichung (2.) geht dadurch über in folgende: 

(3«) ^1 i V Crt,^58* ^u(^M ^aSlBx ^aS-mg ^ßyf»» ^fir^x ^/9y78x ^SyTOx | = ö. 

Zu bemerken ist hierbei, dass c,,^««^ identisch ist mit c^^st«), etc.; eine ger 
fUgige Vereinfachung könnte übrigens dadurch herbeigeführt werden, 
man überall den Index x fortlSsst; dies würde keine Zweideutigkeit 
Ursachen. 

Die Gleichung (3.) muss bestehen bei jeder Vertausch ung 
Indices 1 bis 9, und noch mehr: bei jeder Wahl der Hauptreihe, so 
die Voraussetzungen gelten, die der bisherigen Untersuchung zu G 
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liegen. Man kann durch eine veränderte Wahl der Functionen, welche 
die Hauptreihe bilden, analoge Formeln erhalten, in denen auch die Grössen 
Cj, C2, . • - Cg und c, auftreten. Da aber unsere Voraussetzung nur eine 
einzige Bedingung zwischen den wesentlichen Constanten t herbeiführen 
darf, so müssen aus einer einzigen Gleichung dieses Systems alle übrigen 
hervorgehen, wenn man diejenigen Relationen zu Hülfe nimmt, welche bei 
willkürlichen Werthen der t bestehen und aus den allgemeinen Eigen- 
schaften der Thetafunctionen entspringen. Dies ist ein Satz, den wir auch 
direct beweisen wollen. 



§8. 
Wenn wir den Index einer der Grössen, die unter dem Wurzel- 
zeichen in der Gleichung (3.) vorkommen, gleich a setzen, z. B. ad&Sx = a, 
und diesen mit den sieben übrigen combiniren, so erhalten wir die Perioden- 
indices: 

89, 67, 6789, 1234, 123489, 123467, 12346789. 

Fügen wir die Periode hinzu, so haben wir eine Periodengruppe dritter 
Stufe: 

189, 67, 1234|. 

Diese Periodengruppe ist syzygetisch, da 0«, 0^^, 6^^, 0^^ gerade Func- 
tionen sind, wenn K^ L zwei von den drei Perioden bedeuten. Es giebt 
aber überhaupt nach dem Frobenius^chen Satz nur drei Functionen dritter 
Stufe, die zu einer bestimmten solchen Periodengruppe gehören und die 
aus lauter geraden Factoren bestehen, also auch nur drei Constanten, die 
wir als ri, rj, r^ bezeichnen wollen. Diese drei Constanten müssen dem- 
nach identisch sein mit den drei Producten, deren Wurzeln in Gleichung (3.) 
vorkommen. Wir werden deshalb den zu beweisenden Satz in dieser Form 
aussprechen können: 

Zu jeder syzygetischen Periodengruppe dritter Stufe gehören drei 
Constanten ri, rj, rj; wenn für eine bestimmte Gruppe die Gleichung besteht 

>^±Vr;±y^ = 0, 
so besteht eine ebensolche Gleichung für jede derartige Gruppe. 

Wir können aber jetzt den Satz so aufstellen, dass er für die all- 
gemeine Theorie gilt: 
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Zwischen den drei Constanten dritter Stufe, die einer bestimmten Göpel- 
sehen oder syzygetischen Periodengruppe entsprechen, besteht die Gleichung: 

r]+rl+ri'-2r,r^'-2r,ri-2r2ri = J, 

wo J eine Grösse bedeutet, die für alle diese Periodengruppen denselben Werth 
hat, also unabhängig ist von der Gruppirung der Perioden. 

Dies lässt sich ohne Mühe beweisen, wenn man vorher die Bezie- 
hungen zwischen den zehn Constanten der zweiten Stufe, die einer bestimm- 
ten syzygetischen Periodengruppe \K, L\ entsprechen , in ihrer allgemeinen 
Form dargestellt hat. 

Es giebt im Ganzen 16 Functionen mit der Gruppe {If, L\ als Basis. 
Wenn wir eine Hauptreihe aufstellen und die Functionen dieser Reihe durch 
die Indices 1 , 2 , ... 5 bezeichnen , so ist dadurch die Bezeichnung der 
Übrigen von selbst festgesetzt; ^123, ^1241 • • • ^345 sind die zehn Functionen 
der zweiten Art, ^123, • • • ^345 also die zehn zur Gruppe gehörigen Constan- 
ten, während die Functionen der Hauptreihe: ^1, ^2, ... Qs und ausserdem 
^12345 von der ersten Art sind. 

Für die Aufstellung der Beziehungen zwischen diesen Grössen hatten 
wir am Schluss von § 3 des ersten Abschnittes ein Vorzeichen 

(^f) =-" (M, MK, ML) = (ML\M) 

eingeführt, von dem wir jetzt Gebrauch machen. 

§9. 

Satz. Zwischen den zehn Constanten zweiter Stufe, die zu einer 
bestimmten Periodengruppe \K,L\ gehören, bestehen fünf unabhängige Glei- 
chungen: 

(1.) (2345)qf234+(3415)^34i+(4125)^4i2+(1235)^„3 = 0, etc. 

Der Bezeichnung liegt die Annahme einer Hauptreihe Pi, Q^^ ... ^5 zti 
Grunde; (2345) ist das erwähnte Vorzeichen. 

Die zehn Grössen q sind Producte der Nullwerthe von je vier Theta- 
fnnctionen 

die Gleichungen selbst sind bekannt, nur wegen der Form, in der das 
Gleichungssystem aufgestellt ist, ist ein Beweis noth wendig. 
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Wir hatten eine solche Gleichung in § 2 als quadratische Relation 
zwischen den Grössen p der ersten Stufe aufgestellt. Diese vertritt zugleich 
alle analog gebildeten. Wir haben nur Folgendes zu beweisen: 

Wenn L eine zu K syzygetische Periode ist, so lässt sich die Haupt- 
reihe der sieben Functionen erster Stufe 

* n * 2? ... I 7 

immer so wählen, dass Pq durch die Periode L in P; Übergeführt wird, und 
demnach L als 67 bezeichnet werden kann. 

Dies lässt sich aber so zeigen. Wir wissen, dass 16 Functionen 

existiren, welche Producte gleichartiger sind. Dann sind auch 

0a0aK=^Pa, OaL^aKL^PaL 

Functionen erster Stufe, die aus gleichartigen Factoren bestehen. Wenn 
wir nun irgend eine Hauptreihe der P zu Grunde legen, so mflssen beide 
zu den 64 Functionen 

Pay Paßiy ^ aßy tiud P, (a, ^, y = 1, 2, ... 7) 

gehören. Es muss also der Index L durch Combination der Indices zweier 
solcher Functionen hervorgehen. Das heisst: L (oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, LK) muss sich als Combination gerader Ordnung der Indices 
1, 2, ... 7 darstellen lassen. 

Ist diese Combination von der zweiten Ordnung : L = aß, so können 
wir durch einfache Umstellung der Functionen Pj , ... P^ bewirken, dass 
L = 67 wu-d. 

Ist L von der vierten Ordnung: L^ aßyd, und sind x, X, fi die drei 

von a, ßy Y, d verschiedenen Zahlen der Reihe 1 bis 7, so stellen wir die 

folgende Reihe auf: 

P P P P P P P 

Dies ist ebenfalls eine Hauptreihe, da durch die Combination dreier Indices 
immer ein dreigliedriger oder der Index t hervorgeht. Hier geht die letzte 
Function aus der vorletzten hervor durch Vermehrung der Argumente um 
die halbe Periode xXus = aßyd = L. 

Ist endlich L eine Combination von sechs Zahlen a, /9, y, d, i, fi 
der Reihe 1 bis 7, ;f die siebente, so können wir 

als Hauptreihe wählen; dann wird ebenfalls dasselbe erreicht wie vorhin. 
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Kh irtt aUo keine Beschränkung der Periode L^ sondern nur eine 
VorauHHetzung über die Wahl der Ilauptreihe Pi, ... P7, wenn wir L = 67 
Hetzen. 

Nun ist nach Gleichung V. des Systems (ß.), welche in § 2 aus den 
allgemeinen Kigens(;haften der Thetafunctionen bewiesen wurde: 



(2.) 2:;(«H«^67>«5ii/>«57| = 0. 

I)a L --■=■■ 67 ist, so ist 

PaStipa" = PablPaViL = ^«57 ? 

ferner: 

(a£|r/f 67) = (cff |««L) = (aeL) = (««67). 

Somit geht die Gleichung (2.) Über in folgende: 

(3.) i|(«f67)9«57! = 0, 

oder, da (If 67) - (2345) ist, etc. 

(4) (2345)^,57 [-(3415)^,3:+(4125)93„+(1235)^«; = 0. 

Bei dieser Bezeichnung ist aber nicht eine Ilauptreihe der Q, sondern eine 
solche der P zu Grunde gelegt. Dies lässt sich leicht ändern. Offen- 
bar sind 

"ip' 7? ' Kif' l7f > * U>fif ' 27f 5 • • • '5()ff'57e 

oder: 

die sechs von den 16 Functionen ß, welche aus ungeraden Factoren be- 
stehen. Es bilden also: 

eine Ilauptreihe ttlr die Functionen Q. Setzen wir nun: 

16f = a, 26f = 6, 36f = c, 46f = d, 56« = e^ 
so sind: 

(?., P., Qc. (?., Q. 

die Functionen der Hauptreihe, und gleichzeitig ist 

bcd = 2346£ = 157, 

cda = 257, dab = 357, abc = 457 : 
endlich 

2345 = bcdCj 3415 = cdae etc. 
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Folglich geht die Gleichung (4.) über in: 

(bcde)q,cä+(cdae)q,aa+'+(abce)q„,, = 0; 

und wenn wir jetzt an Stelle von a, b^ c, rf, e wieder die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 

einführen, so erhalten wir die zu beweisende Gleichung. Da man die 

Indices 1 bis 5 vertauschen kann, so repräsentirt sie ein System von fünf 

Gleichungen. 

Diesen lässt sich eine noch einfachere Form geben. Wir setzen 

12345 = l. 
Dann wird 

(2 345) = (U) etc.. 

Die Gleichung (1.) geht also über in: 

(U)9,51 + (20925i + (3i)935Z + (4i)945;. = 0. 

Wenn wir nun zur Abkürzung setzen: 

(5.) («i)(^i)?,,i = Ä., CT^V")' 

so bekommen wir zwischen den zehn Grössen ä, welche das System der 
zehn Constanten zweiter Stufe vertreten können, die Gleichungen: 

Äi2+«32~f''»42 + ft52 = ü, 

(6.) Ä,3+Ä23 + Ä43 + *53 = 0, 

" 14 "T "24 ~r Ä34 + »64 == ^t 

.Ä15+Ä25+Ä35 4-^45 = 0. 

Hierbei ist zu bemerken, dass k^ß = kß^ ist. — Man bekommt noch ein 
zweites System ähnlicher Art: 

C'O ^12 4""23"f"A31 = ^45 etc., 

wenn man drei dieser Gleichungen addirt und die beiden übrigen subtrahirt. 

§10. 
Wir gehen jetzt zum Beweise des Hauptsatzes über. Jedenfalls ist 
der Werth des Ausdruckes 

(1.) F(r,, r2, rj) = r{+rl+rl'-2r^r2-2r^r^-2r^ri^ 
in welchem ri, rj, r^ drei zusammengehörige Constanten dritter Stufe bedeuten, 
durch die Angabe der drei syzygetischen Perioden K^ L, M, welche die 
zugehörige Gruppe repräsentiren , völlig bestimmt, da ja zu jeder solchen 
Gruppe nur drei Constanten dritter Stufe gehören und F eine rationale 
symmetrische Function ist. Man kann also 
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(2.) F(r,, r„ r,) = *(ff, L, M) 
setzeu; und da ^ nur von der Gruppe abhängt, so können K^ L, M unter 
einander vertauscht, ferner K durch ÄL, KM oder KLM ersetzt werden, 
u. 8. f., ohne dass der Werth von ^ sich ändert. 

. Wir denken uns zunächst K und L als fest, und, wie im vorigen 
Paragraphen, eine Hauptreihe 

(3.) (?n (?., p3, (?4, Qs 

für die 16 zur Gruppe \K, L\ gehörigen Functionen Q aufgestellt. Da 
die Perioden K^ L, M syzygetisch sein sollen, so giebt es eine Function 
Ra mit der Basis \K, L, ^/|, welche aus lauter ungeraden Factoren besteht 
Diese kann aber als Product zweier Functionen der zweiten Stufe mit der 
gemeinsamen Basis \K^ L\ aufgefasst werden: 

Es existirt aber ausser den Functionen Q der Hauptreihe nur noch die 
öine, ^12345, welche ein Product ungerader Theta ist. Folglich muss sowohl 
Q^ als QaM eine der sechs Functionen 

^1, (?., (?3, (?4, (?5, Prms 

sein, d. h. es müssen in der Reihe zwei Functionen sein, welche durch 
die Periode M in einander Übergeführt werden. Deswegen muss entweder 
M oder MK oder ML oder MKL darstellbar sein als Combination gerader 
Ordnung der Indices 1, 2, ... 5. Wir können aber M selbst in dieser 
Form dargestellt denken, da ja if durch MK, ML und MKL ersetzt werden 
darf, ohne dass der Werth von * eine Aenderung erleidet. 

Es sind deshalb nur 15 verschiedene Werthe für M zu setzen, wenn 
man K, L als fest annimmt, nämlich die zehn Combinationen zweiter und 
die fiinf Combinationen vierter Ordnung der Zahlen 1 bis 5. 

Nehmen wir zunächst M = 45, so sind 

I ^124^1 25 ^= ^3 

die drei Constanten dritter Stufe, welche zur Gruppe \K, L, M\ gehören. 
Nehmen wir aber M=- 1245, so sind 

(Ö.) j 9314^235 = «2J 

I 93129345 = *3 

die zugehörigen drei Constanten. 
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Führen wir an Stelle der Grössen q die mit k bezeichneten Werthe 
ein, so erhalten wir: 

^^34435 = r3, pki^n^i = *35 
wo 

(7.) a = (4iX5i), /i = (U)(2i)(4i)(5i). 

Hieraas folgt zunächst 

(8.) rifj = 8^8i. 

Ferner : 

(9.) a(ri+r2— r3)+/3(«i + «2--«3) = (ÄH+*i4)(Äi6+A«)— Äji^as— *i2*45. 
Nun ist aber dem Gleichungssystem (6.) des vorigen Paragraphen zufolge: 

»14 + »24 = — »34 — '«54 1 
»15 "T »25 ^= — »35 »45» 

Dadurch geht in der Formel (9.) der Ausdruck auf der rechten Seite über in: 

(10.) (»34 4" »54) (»35+ »45) — »34 »35 — »12 »45 = »45 (»34+ »35 4" »45 — »l«)« 

Dies ist aber gleich Null nach dem zweiten Gleichungssystem, das sich 
als Folge des ersten ergab. Mithin folgt aus (9.): 

(11.) (r,+r2~r3)^ = (*i + *2~0'. 
Da ausserdem r^Vi = «1^2 ist, so ist 

(12.) F(r^, r2, r^) = F{s,, «2, O 

oder: 

(13.) *(45, K, L) = *(1245, K, L). 

Durch successive Vertauschungen der Indices 1, 2, 3, 4, ö folgt aus dieser 

letzten Gleichung, dass der Ausdruck *(Ä, L, M) denselben Werth hat für 

alle 15 Perioden, die für M gesetzt werden können, wenn man K und L 

festhält. Der Werth desselben ist also schon bestimmt durch K und L 

allein * 

(14) ^(K, L, M) = V{K, L). 

Da man L mit M vertauschen, and auch L durch LM ersetzen kann, 

so folgt: 

(15.) V(Ji, L) = V{K, M) = V(K, LM). 
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Bei dieser Gleichung ist vorausgesetzt, dass nicht nur L und M zu K, 
sondern auch M zu L syzygetisch ist. Aber diese letzte Bedingung kann 
man fortlassen. Denn setzt man von einer vierten Periode N nur voraus, 
dass sie zu K syzygetisch ist, so ist sie auch wenigstens zu einer der drei 
Perioden L, M, LM syzygetisch, folglich auch V{K, N) einem der Werthe 
(15.) gleich; mithin 

nK, L) = W(K, iV), 

gleichviel ob L und N syzygetische Perioden sind oder nicht. Setzt man 

demnach 

V(K, L) = X(K), 

SO wiederholt sich derselbe Schluss; es ist 

X{K) = X{ü) = X{KL), 

wenn L und K syzygetische Perioden sind; jede dritte Periode ist entweder 
zu K oder L oder KL syzygetisch; folglich hat X(K) für alle Perioden 
denselben Werth. 

Der Ausdruck *(ff, L, M) ist daher vollständig invariant. 

Der in § 8 aufgestellte Satz ist hiermit bewiesen. Die verschiedenen 
Gleichungen 

deren jede einer syzygetisch en Gruppe dritter Stufe entspricht, stellen also 
nicht mehr als eine Bedingung zwischen den Periodicitätsmoduln dar. Zu 
zeigen bleibt jetzt nur, dass sie Überhaupt eine Bedingung darstellen, d. h. 
dass die Grösse J nicht identisch ist. Es folgt dies zwar schon aus dem 
Umstände, dass im allgemeinen Falle aus dem Verschwinden zweier 
Grössen c„,, c„ nicht folgen darf, dass noch eine dritte, c^^ Null wird. Dennoch 
lohnt es sich, auch hier einen directen Beweis zu fllhren, der auf der 
Entwickelung von J nach Potenzen eines der auftretenden Parameter 
beruht. 

§11. 

Wir denken uns die Thetafunctionen auf die specielle Form reducirt, 
in der ausser den (> Argumenten nur die wesentlichen Oonstanten, nämlich 
die Periodicitätsmoduln r auftreten. An Stelle der allgemeinen quadratischen 
Function von 2(> Grössen 

(r(wi, t/,, ... u^; »1+1^1, ... n^+y^) 
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(8. § 1 des ersten Abschnitts) tritt alsdann der reducirte Ausdruck 

o 
^(«,, ...«,• «, + »'1, ••• «e + O = ^i^t\^aß(Pa + KX»fi + ^ß)\ 

WO r,,^^ = T^^ ist. In dieser Form wird die Thetafunction als 

'^(t?M...«t„- /^^) 
bezeichnet; im Uebrigen bleiben die Bezeichnungen unverändert. Jede der 

Grössen c,„ ist demnach dargestellt durch eine Reihe: 

in welcher x ^^^ quadratische Function 

(2.) x(a?i, --icJ = 2:i(T„,5X«a?^) 

a,ft 

bedeutet, und 

(3.) i(<y„O = (mod.2) 

ist Zu jedem c gehört eine bestimmte Charakteristik. Eine Constante 
dritter Stufe ist ein Product von acht Grössen der Form (1.); die acht 
Charakteristiken sind sämmtlich verschieden, geniigen der Bedingung (3.), 
und ausserdem gilt für dieselben Folgendes: Wenn man durch Zusammen- 
setzung einer geraden Anzahl ans diesen acht Systemen Perioden-Charak- 
teristiken bildet, so erhält man eine Gruppe \K,L,M\ dritter Stufe. Dass 
diese sj^zygetisch sein muss, ist selbstverständlich. Endlich wissen wir: es 
giebt immer drei solche Systeme von je acht Charakteristiken, bei denen 
die Periodengruppe dieselbe ist. 

FUr e = 3 lassen sich ebenfalls Systeme von 2^ = 8 Charakteristiken 
bilden, die diesen Bedingungen genügen, z. B. diejenigen acht, welche man 
erhält, wenn man jedes e gleich Null setzt, jedem d aber seine zwei ver- 
schiedenen Werthe beilegt. E^ sei 




(4.) I .;;;) («=i,.,...H) 

ein derartiges vollständiges Göpel^che^ System von acht Charakteristiken für 
(> = 3. Fügt man nun noch ein Zahlenpaar 

a a 

(5.) (^4 = (^4, €4 = €4 

hinzu, das für alle acht Charakteristiken (4.) dieselben Werthe hat und der 

Bedingung 

(6.) d,e, = 
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genügt, so bekommt man für p == 4 ein System von acht Charakteristiken 
fllr eine Constante dritter Stufe; und man bekommt drei Systeme, welche 
drei zusammengehörigen Constanten dritter Stufe entsprechen, wenn man die 
drei verschiedenen Annahmen 

(7.) (^4 = 0, «4 = 0; (^4 = -!, «4 = 0; 3^ = 0, e,^l 

macht. 

p]in solches System von 3.8 Charakteristiken denken wir uns der 
Entwickelnng zu Grunde gelegt; es ist gleichgültig, welches, da die in- 
variante Grösse J von der besonderen Wahl der Periodengruppe unab- 
hängig ist. 

Wir zerlegen die Function / in 

— 3 

(8.) X (^1 , ^2 , 3:3) + 2 2: T«4 x^ x^+ T44 xl , 

a=l 

WO 

_ 3 

(9.) /(a?i,ar2,a?3) = 2:i\raßX^Xß\ 
ist, und setzen: 

(10.) T^4 = fr« (« = 1, 2, 3) ; T44 = r ; 

ferner: 

(11.) c^'^ = h. 

An Stelle des Exponenten in der Gleichung (1.) tritt dann folgender: 

^ ix («1+ i«i ? ^+ i«2 , «3+ 1*3) 
3 

+ 2/lf(«4 + i«4)2:|(»a + iO«?«l + ^«'^(»4 + |€4)' 

«=1 

3 

Hieraus folgt, wenn wir die Reihenentwickelung von c„, nach Potenzen von 
c^" = h ordnen : 

(13.) c,, = J? |e^'^-^"+*^^>A^"+*^*^'d((«+ie4)trM... (*i+i«4)t^^^ 



(12.) 






n=— X 



sodass also hier die Coefficienten durch Thetafunctionen dreier Veränder- 
lichen mit derselben Charakteristik 



( K i*, i^, >i 
\ li? 1* u J 



K i«, 1*. 

gebildet sind. Wegen der Congruenzen (3.) sind diese Thetafunctionen 
gerade, wenn ^4 €4 = ist, ungerade im anderen Falle. 
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Nehmen wir zunächst €4 = an, so erhalten wir: 

(14.) c„ = &(0,0,0)+2(-l)Hi9(wr,w,,w,)+etc. 

Ist aber €^= 1, so fängt die Entwickelang an mit: 

(15.) c,^ = 2«'^-A*«?(|fri,|fr2,^fr3)+etc. 

Wir haben drei Producte ri, fa, r^ von je acht solchen Ausdrücken zu 
bilden. Die drei Producte unterscheiden sich von einander nur in den An- 
nahmen über J4, €4; die Charakteristiken der Functionen dreier Argumente, 
welche als Coefficienten auftreten, sind dieselben (vgl. (4.)). Es treten also 
nur acht Thetatunctionen dreier Argumente auf, die sämmtlich gerade sind 
und eine vollständige Göpehche Gruppe bilden. Nennen wir diese 

(16.) l^i, &2^ • • • ^H^ 

so erhalten wir: 



(17.) 



r, = 77^(0, 0, 0X+2h9(wt, ir,, w^X^ etc.|, 



a=l 
8 



r^ = 77 1^(0, 0, 0)«-2Ad(tp., ip„ fr5)„+ etc.|, 

rj = 77|2Mi?(|«J,, i^w,, -J-fP3)«+ etc.|. 

Wir bezeichnen nun mit f das Product der sämmtlichen Grössen 

d(0, 0, 0)„ ... ^(0, 0, 0)„, 
mit fa das Product aller mit Ausschluss von ^(0, 0, 0)„; sodass 

(18.) h 1^(0, 0, 0)J =f = f^»(0, 0, 0)„ 

ist; femer mit S die Summe 

(19.) i{fa»(ti>i, »r„ tP.X) = S; 

«=1 

mit P das Product 

(20.) i7|^(0, 0, 0X9(^w,, -ifT,, iw,X\ = P. 



Dann sind die Anfangsglieder in den Entwickelungen von r,, rz und fr^ 
nach Potenzen von ä: 

r, = f+2Sh+ etc., 

ra = f—2Sh+ etc., 

/r, = 2«PAH etc. 
Hieraus folgt, da 

J = (r,-r,y-2r,(r,+r,)+rl 
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ist: 

(21.) J = 16(5'-64P)A'^+ etc. 

Diese P^ntwickclung giebt noch einen eigenthUmlichen Satz für die Tbeta- 

tunctionen dreier Variabein, iti, it^, tt?3 können als vollständig willkürliche 

Grössen aufgefasst werden. Der Werth des ersten Coefficienten in dieser 

Potenzreihe, oder 

(22.) 5^-64P = H 

kann nicht davon abhängen, welches Göpe/sche System man gewählt bat: 

somit ist auch dieser Ausdmck als eine Perioden-Invariante zu betrachten, 

die aber noch die Variabein selbst enthält. 

Um mit völliger Deutlichkeit zu erkennen, dass H nicht identisch 

Null ist, denken wir uns die Parameter Th, T22, T33, Ti^, t^, T23 durch die 

Gleichung 

»(0, 0, 0)1 = 

beschränkt, wodurch wir statt der allgemeinen Functionen dreier Variabein 

hyperelliptische erhalten; und tri, ^2^ ^i so gewählt, dass 

von verschieden ist. Da in diesem Fall nur der NuUwerth eines einzigen 
geraden & verschwindet, so sind zwar /, /i, /j, ... fs gleich Null, /i aber 
von Null verschieden. Demnach reducirt sich 

P auf 0, S auf /i^(tt?i, fi?2, m^j); 
daher wird 

H = ft&\wi, «?■>, 1^3)1. 

Es zeigt sich also: 

Man kann zwar r^ als Function der übrigen Parameter so definiren, 

dass die Gleichung J = erfüllt wird ; aber es ist J nicht identisch 0. 

Zürich, den 24. November 1886. 



Druckfehler. 

Seite 326, Zeile 9 lese man (12|34) = (le|36)(lfi|4e)(2e|3fi)(2«|4e). 
„ 328, Formel (2.) lese man [67«, 2, 3] statt [67, 2, 3]. 
„ 333, „ (10.) , „ (36|27)p„,p,„ statt (36|27)p„,p„^ 
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